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(a) SEÑAL DE AUDIO
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(b) TONOS
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(c) TRANSITORIOS
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(d) RUIDO
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r̂(t, ω) = r(t− 1, ω) + (r(t− 1, ω)− r(t− 2, ω))
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Φ̂(t, ω) = Φ(t− 1, ω) + (Φ(t− 1, ω)− Φ(t− 2, ω))
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c(t, ω) =
dist{[r̂(t, ω), Φ̂(t, ω)], [r(t, ω),Φ(t, ω)]}

r(t, ω) + |r̂(t, ω)|
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cl(t, ω) = max{0, 05; min[0, 5, c(t, ω)]} }.EME _\�
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v(t, ω)
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v(t, ω) = −0, 43 log10(cl(t, ω))− 0, 299
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as well [14].
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Distorsión
perceptual

Régimen binario (kbits/s)

Tonos

Tonos y ruido
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0 0.5 1

0.5

Time

F
re

qu
en

cy

(b) Phase Plane: Ideal

(d) PhasePlane: BOB(c) PhasePlane: MOFq^�,48$���� F(E F 	po$��z���� 
W_ H+��	>6:� ����������?��0�)�1�e���=��� % 
/� 23	���8��(������������#"#�=�����������>���$���D��� (=�-,��%#4��$(� �-�-*>���7_^����� ��(D%

Time

F
re

qu
en

cy

Phase Plane: BP Iteration = 0
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Phase Plane: BP Iteration = 1
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Phase Plane: BP Iteration = 2
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Phase Plane: BP Iteration = 3
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Phase Plane: BP Iteration = 4
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Phase Plane: BP Termination
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x i = 0
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}BF(E �2:\�
������� 48��k�'(���8���m��'v!*�+�,������� ����/ '

i
��!s��!�� O ��'����t����!s�M��������� '.�"�����

gm(i)
l�$(� O � �M� O �����e!*�+Wa$�'(����/ '#B

gm(i) = arg máx
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gm(i)
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< ri,gm(i) >= 0
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||ri||2 = ||ri−1||2 + |αm(i)|2
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r0 = x
E
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1
m =< x,gm >
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gm(i) = argmáxgm∈D ||αim||2
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i
m = αi−1m − αm(i) < gm(i),gm >

�s�7��� O %�!��Xw ���(� �_� �������*� �(�;�"! O k�������� . � �������*� 2&% � �
��� � �*�����,48$�����'(���t��!s�"!,4\� ���,� O �9�"����� P �7�����������,���
����!*�F���,48$�����'-���
	
�8E ]��"���t!*�;�,'������*�"!,�,ST� ����/ '#B&j.�2fvl�$(�+�2�"!���$�!*�"�b!*� �b��� ������!*� ����� '(���e��'-������!*�t����R.�"!^f6���-���8�)!��8� N ��� O �8�

����!)�M��������� '.�"������E�������0� N !���$�!��ol�$(���(� O �"���������*�"! O ��'-���
α
1 = DHx

Er?b�6WY� � O �Q4\��'(�����"!CB{�������
��� O %�!��Xw ���(� �0���d���m� ������'

O(Mlog(M))
� � ��� P � '-3 �"!*< � �@E.���,'0� O+P �"��4\��B(%.�"���F!*� O ��f�� ��1*�7���e!��8�

�M��������� '.�"�����8�2B����[%&�8��� P !��b��'(��� '-�����"�J�"!,4\� ���,� O �8�d���e� N !���$�!��7�hu.������'����m���)!*� ����� ������!*� ����� '(���2B���� O �
����$������{��'+��!M�2� ���d�(�$�'+�M��������� '.�"�����b��� O %($(�������)���r���M%=� '(��'(���*�"!�������� O %�!��Xw�� ���dZ[�23\��!����^%.� ��g������2E

EME ]��"���Q�2� �(�L�,������� ����/ '#B{���;'(���������"�����o� ����$.�"!,�,ST�"�9!*� �t��� ������!*� ����� '(���2Br!,����$.�"!J������'(�6$�'p� ������'p���
��� O %�!��Xw ���(� �0���e� ������'

O(M)
E

�D!%����,'(���,%.�"!{%���� P !�� O �v����!{�"!,4\� ���,� O �0%���� %�$(�������v��� �M���2�v��'Q!*�6�2�"'������(� �o��� O � O � ���*�6'(���������"���*�
%.�"���048$.�"���.�"�7!*� �7��� ������!*� ����� '(���;����$�ST� �(� �;��'-�����A�������8�7!��8�7��!,� O ��'-���8�;����!d�M��������� '.�"������E�D'z�"!,48$�'(�8�
�2� ���8�2B^��$.�"'(���H��![��� O �"R(�H���A������� O � O � ���*�H���tj.� ���A��� O � ���*� ���H��!���38� ����BD���+%=�8��� P !��9�,'-�������2� O�P �*�"�
O � O � ���*�0%=� �7��� O %�!��Xw ���(� �UB����Xw��"'(���_!*�v%�$(�������H� P ���������H�"![� N !���$�!��H�M�,���������H���9!�� �F��� ������!*� ����� '(���;��'
�����(� �J!�� �d�,������� ����� '(���2B=� O �XwX� �2B.�;�"!,4\� ���,� O �8� O � �M���8�J�(�m� N !���$�!�� � � ���-�MZ��,'.:�W �CE.�D'0�������8�)�"!,4\� ���,� O �8�
O � �M���8�2B\���d� ����$.�"!,�,ST�"'9!*� ���� ������!*� ����� '(�2�[�b%.�"�����,�r�(�J�"!,48$�'.� �r����!*� �r��� ������!*� ����� '(���{����$�ST� �(� �rf7�"!,48$�'(�8�
� N !���$�!��8�2B�48��� ���*� �d!*� ��%���� %������(� �����)����%&����15u.�2� �J����!s�M��������� '.�"�����t��!���48������E



� � � � ������� � �8����	$� ��� ���
��� _8:
n � O �d���� P ������38���"'.�"!,�,ST�"'(���)��!\���8�������� O %�$���� ����� '.�"!M����!-�"!,4\� ���,� O �JG_]^B2k������������������ '���!\'�y O �����

��� N ��� O �8�{���M�����"1����8�r����!*�e����R.�"!CB\%=� �r!��ml�$(�d���������� O ��'(�.� P !��J!,� O �,���"�{��!('�y O ���������d�,������� ����� '(���2E�]�� �
� �����9!*� ����B&��$.�"'-��� � OtN �b�,������� ����� '(���m�������2�"!,������'Q���+� P ����'(�M� N $�'.�t����%���������'-��� ����/ ' OtN �e���(� �����9���+!*�
����R.�"!CE����� N ��!*�"���;l�$(�e��$.�"'(���t��!U'-y O �����;���e�,������� ����� '(���J���2�7�"!,����B(���b%�$(�����m��������� P �,�2B

x[n] ≈
I
∑

i=1

αm(i) · gm(i)[n]
}BF(E E�F-�

�D!J'�y O ���������v�,������� ����� '(���
I

%=�"���L��������'(���A��!)�"!,4\� ���,� O �o����%=��'(���_���6!*�Q���hR=�"!)�Q�"'.�"!,�,ST�"�2B{����!
�M��������� '.�"�����Afv���+!*�9�"%�!,���2� ����/ 'L��'L��$(��������/ '#E&�D'_4\��'(�����"!CBU���J$�'.�9��$�%&�8�����h��/ 'Q� ����%���� P !��7l�$(��!*�t����R.�"!
���;��'-����� �(�v�������"� N �M������� ������� '.� �(�v%=� ����$�������Esi)��1CB#��$.�"'(���_��!'-y O �����0���;�,������� ����� '(���+���2�v��!���38� ���vf
���ej.�"!,!*�;���M�����"1����;!*� O ��f�� �J%.�"���������m!*�7��'(����481*�t���e!*�;����R.�"!CB.��!#���������M$(�;'(�t�������"� N ��� ������!*� ���9��� 'v!��8�
��!�� O ��'����8�r����!(�M��������� '.�"�����ef�!��8�D���-�hu.������'����������'(�M� N ';38�"!�� �����D�����M$(�������8�2E8������[j(����j(�b%=��� O �,���d��������'(���
��!s�"!,4\� ���,� O �t��$.�"'(���;���bj.�"!,!*� O �-����!,�,ST� ���;!*� O �2f\� �d%.�"�����e���e!*�F��'(����481*�7���e!*�F����R.�"!CB�� P �,��'0��$.�"'(���
!��8�d�����hu.������'-�����b�F���M����� ���J������k�'6%&� �J��� P �"wX�7���e$�'v��������� O �,'.� �(�;$ O�P ���"!CE

n � O �v�XwX� O %�!��0���FWa$�'(����� '.� O ����'����_��� O �-����!*�6$�'.�6����R.�"!DWY� � O � �(�A%&� �����8�e��� '(�8�m%���/ �M� O �8����'
Wa������$(��'(���*�ME-�D't!*�bu(48$(���\F(E We���J� P ������38�e!*�m��������� O %&�8��������/ 'A� P ����'����(� O ���M�*�"'-���J!*� �Wa������$(��'(���*� �{��!���48�5>
�(� �J��� '0$�'_�M��������� '.�"�����t��� '.�"!CE&�-�m%�$(������� P ������38�"�)��� O �t��!s%���� O ���J38�"!�� �)���J������/ '(����B.%�$(�������tl�$(�e'(�
���M����� �)'��,'�48$�'(�7���b!,�8�����8�[��� '(�8�����)!*�F���hR=�"!}a��'A!,1,'(�2� �[%�$�'-���2� �(� �h�hB����,'(�Fl�$(�b���M����� �)$�'A��� '(�F�,'������X>
O ���M����E(������;���d��� P �����t�7l�$(�b!��8�d���8����� '(�8�Jl�$(�)WY� � O �"'0�������F����R.�"!#������'(��'v$�'.�7��� ������!*� ����/ '_����$�ST� �(�
�"!,���MB#������'(���6��!D��� '(� OtN �m��� ������!*� ���0��� 'L!*�6����R.�"!D$�'L��� '(�A�,'-����� O ���M����Es�D!�hWY�������vl�$(�F%����23����2�6�������
���,��$.� ����/ '`����l�$(�t��! O k��������_G_]����t��l�$��,3\�-�2�v��'�$�'.�6�,������� ����/ 'o��� O %����"'.�0fL������%�$(k���'(�0���7%�$(�����
��� '(����48$��,�d$�'.�7��������� O %=�8��������/ 'H� ������$.� �(�ME

��� P ����'+!*� O ��f�� �s3���'-���"w��d���^��$+�����M$(�������b���8�����r��� O %�$���� ����� '=�"!CB ��'F��!M�2� ���J���r$�'.�J��������� O %&�8��������/ '
��� 'v%=�-���8�d���-�hu.������'������)��! O k����-���;G_]z������'(���"!,48$�'(�8�d�,'(��� '�3���'�����'������2B.��� O �;��� ' 	

�D'o����R.�"!����eWY� � O � �(� ��%=� � N ��� O �8�+����!{�M��������� '.�"�����_��� ������!*� ���8�+��'-�����;��1CBU$�'o������� �+����! O k��������
��'A�,������� ����� '(���d��� O %����"'.� ��%�$(�����)j.� �����dl�$(�)'(�F���b���M�����"�,4��F��! N ��� O �;� ������$.� ���Ff9���J'(���������,����'
38�"���*� �F�,������� ����� '(���t� �M������� '.�"!����7%.�"���H��!,� O �,'.�"�;!*�_��'(����481*�H���9!*�_����R.�"!CE�������A�hWY�������L���9��� P �6�
l�$(�F!*� O ���M���(�A$����,!,�,ST� �(�v���e!*� O �2f\� ����� ������!*� ����/ 'o��� 'L���-���8�e!��8� N ��� O �8�9} fH���e$�'o�"!,4\� ���,� O �
�,�������"���,3����hE
iJy�'Q�����"���"'(���v��� '�����R.�"!����eWY� � O � �(� �e%&� � N ��� O �8������!�M��������� '.�"�����0'(�6��� ������!*� ���8�2Bs��'���!�������h>
'.�"�����Hj.� P �,��$.�"!d���A� O %�!����L��� '`$�'V�M��������� '.�"�������"!,��� O ��'����v��� P ���h>@��� O %�!�������B��$�f\�8�7��!�� O ��'����8�
����%���������'-���"'z����'(��� O ��'����6��!�����%.� �����H���9!*�_����R.�"!CB����9%������M$(����'V%���� P !�� O � �;��$.�"'(���L���t� O %�!��h>
O ��'-���"' O $.��j.� �{�,������� ����� '(���2E-�D'9!*� �r%���� O ����� �{�,������� ����� '(���2B-!��8�r%���� O �����8� N ��� O �8�[��!���48�����8�[��'t!*�
��������� O %&�8��������/ '_����'(����� N 'L�;�����)� ����� 4\� '.�"!����b��'-�����+��1CE(�D!^������$�!,��� ����B=���������m$�'0%�$�'-���t����3-�������
4\��� O k�����������B=���dl�$(�e!*� �d��$(�������,38� �d%����2f���������� '(���J���m�2� �(� N ��� O �;��!���48�����t����� N 'v�,'(����%&��'(�M����'����2�2E
���,'p� O�P �"��4\��B{��'x�,������� ����� '(���t%&�8����������� �����2Br�������H����'(����'(���*�����6�,'-3-���������8B!,!���4 N '(���8���_�Q���M����� ���
N ��� O �8����� ������!*� ���8�+��� ' N ��� O �8�+�h!���48�����8�F�"'���������� � O ��'-���8E^������7%���� P !�� O �MBs��� '(�-�������0��� O � �
� 
����.0����Y���.Bs%�$(�����9%&� '(�������A��� O �"'��5u.�������H%&� �F$�'.� O �"!*�H��!��������,/ 'x����![$ O�P ���"!d���9%.�"��� �(�H����!
O k����-����E

]D�"���9��� !,3���'����"�b!��8�b%���� P !�� O � ���"'���������� �����2B&j.�"'L��$���48�����6��'H!�� P � P !,��� 48���TWa1*�9'-$ O �����8��� � O �-�M�5u.�2�T>
����� '(���D��� P ���{��! O k��������eG_] P.N ��������E\���,'7� O�P �"��4\��B8�2� ���-'��,'�48$�'(�e���{��!,!��8��j.�d����'������b$�'F�hWY�������)%�� N ���������



:8< �
���������
��� � ����	 ����� � ���8� ���
��� ��	 � � ��� � ���
���

0 0.5 1
-0.2

-0.1

0

0.1

0.2
(a) Signal: TwinSine

0.1 0.11 0.12 0.13 0.14
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Frequency/Nyquist

A
m

pl
itu

de

(c) MP Coefs

q^�,48$����\F(E W 	�O+���)
���"<65�0����
���,3�^���K	�>6:� �����#���W?��0�)�1���7���0�G�������0�/6:��,-,��S"8�0�N���1?�����
�	��)��
����#
����]����"#g����)���>_*`L%

/� 23	�A�*��(������������8"#�=�����������+���4���D��� (=�-, �%#4��$(� �-�-*����7_^����� ��(D%



� � � � ������� � �8����	$� ��� ���
��� : �

� O %=� �����"'-���8BU%=� ��l�$(�7��� !,$(����� '.�"'L!��8�)%���� P !�� O � �m���FGH] � P � ���F�(�+�,'(����� O ��'����"����$H��� O %�!��Xw ���(� �UE^�-�
�,'������-�M$(����' P ����3\� O ��'-���m������� � O �-�M�5u.�2� ����� '(���2B.��'6Wa$�'(����/ '0���b!*�7�2�"$(���Fl�$(�m� ���,48�5'./;��$6%���� %�$(�������ME
�8E ]D�"���0��3-�,���"�+!*�v���h> � � O ������/ ' 	��������t%���� P !�� O �_����� N 4\��'(����� ���_%=� �F!��0��� ������!*� ����/ 'z��'������ N ��� O �8�

��!���48�����8�7��'V�M�,3\������� �+�,������� ����� '(���;����!��M��������� '.�"������ED�s�_��� !,$(����/ ' OtN �;�"%���� %��*� �(�0%.�"�������6�����+!*�
� ����� 4\� '.�"!,�,ST� ���*/ '0���)!��8����!,� O ��'-���8��'(�F��!���48�����8�d����!U�M��������� '.�"�����7������%=�������;�"!U��!�� O ��'����7���M�����"1����
��'A�2� �(�m�,������� ����/ ' O ���M�*�"'����b��!=%������������+���)� ����� 4\� '.�"!,�,ST� ����/8'6��� � ��� O >X�-��j O ���M�2E������� O kh��������B
��� '(�-�������m��� O � �7���*�'��2���������2 � �������*� 2 76� �
��� � �*�+}C�)G_]{� � ]D�"���*: � �=��� P �������"!(%������������m���d� ����� 4\�">
'.�"!,�,ST� ����/ '#B !,!���4��e�d$�'.�)��� !,$(����/ ';���(� �����)��'

N
�,������� ����� '(���2B8�����������,�2B ��'F���"'-��� ���,������� ����� '(���D��� O �

!�� '�48�,��$(������'�4���!*�d����R.�"!CE n � O �)��� '-�����"%.�"�������(�MB\�)G_]038�"��1*�d��!���� '-����'������)����!-�M��������� '.�"������BTf-��l�$(�
!*� �rWa$�'(����� '(���[����!&�M��������� '.�"�����7���d3���' O ���M�5u.�2� �(� ����'A��!=%����-�������+���)� N !���$�!��F���J!��8�[�����hu.������'-�����2E
������A4\��'(�����9$�'L�,'(��� '-3\��'�����'-���;��'Q�"!,48$�'.� �+�"%�!,���2� �h��� '(�2�m���;�"' N !,�������2B&%=� ��l�$(�;�"! O ���M�5u.�2�"�m!��8�
N ��� O �8�%�$(������'t38�"���*�"�r�"!,48$�'=� �r������$(��2�"��� ��������1��������2� �2EM�J�����e������3���'����"w��e�����!(�,'(����� O ��'�������';!*�
�2�"��4������ O %�$���� ����� '.�"!#� �������*� ���F�"!.%������������+���J� ����� 4\� '.�"!,�,ST� ����/8'#EM�D't!*� P � P !,��� 48���TWa1*�mj.�"'A�"%.�"���h>
�������m48���"'t'�y O ���������d%���� %�$(������� �rl�$(���,'-����'-���"'9�M��� O �,'�$��,�{!*�e�2�"��4��m��� O %�$���� ����� '.�"!&����! O k��������
�)G_] � n j(��'.:�G P � � cb�"���"���"w��"'.:�G � � id�M!�����:�� � � IJ� P � !,!��\<�E �@E

EME ]D�"���6��3-�,���"�+������� ��������� ' N ��� O �8�+��� ������!*� ���8��	s��'��������;�2� ���v����� N ��!*�"���0l�$(�7���r���;l�$��������;��3-�,���"�
�������A%���� P !�� O �H!�� OtN �F!�/ 48�����Q������1*�_$����,!,�,ST�"� O k����-���8�7%.�"�h�"!,��!��8�tl�$(�A'(�_u\w��"'V$�' N ��� O �L%&� �
�,������� ����/ '#B8���,'(�bl�$(�{���h>@�2�"!���$�!*�"';!��8� O ��� O �8�2E\���,'7� O�P �"��4\��B8��'F!*�J!,�,�������"��$����e�"%.�"�������[$�' O kh��������B
��� '(�-�������_��� O � � �32(� �<�
���(� �'� � ��� 76� �
��� � �*�L} �)IJ]{� � � ��� P � '�38�"!*:���� � ���"4848�*:�_ �[l�$(�8Bs�M������R.� ���_��'
P � ���r�[G_]�B��,'-����'����d��� !,$(����� '.�"�s�������D%���� P !�� O �MET�J'e�����"��� O ����'-��� OtN �#���Mj.�"$(�����,3����(�D������� O k��������
���b���2�"!,�,ST�"� N %=�8����������� � O ��'-���8E

�ME ]D�"���_�2� O�P �*�"�7!*� O ���M���(�_���A��'(����481*� 	^!*� O ���M���(�Hl�$(�t$����,!,�,ST� . � �������*� 2�% � �
��� � �*�A%.�"���0��!���48�,�
��! N ��� O �6l�$(�7���M����� �F��'Q�2� �(�9�,������� ����/ '����b!*�A��'(����481*�ME#�D'��"!,48$�'.� ���"%�!,���2� ����� '(���2B#�������+48$��*� ���
%&� �6��'(����481*�o%�$(�����H'(�`�����6��! O k�������� OtN �A�,'(�M���2� ����Ed�D'��������H����'-��������B[��' �"%�!,���2� ����� '(���v���
�"$(�M���bl�$��,S N �D���2� OtN ���,'������������"'-�������M����� ���D��! N ��� O � OtN �^� O %&� �����"'�����%=��������%���$.�"! O ��'-���8E-�-�[�M�����
��'-��� '(������l�$(�j.�2fe$�'+48$��*� ���J%&��������%���$.�"!CE ������{�2� O %&�Jj.�J�������J���M%�!�� ��� ���b� O %�!��2�"'(���b��! O k��������
G_]V��� 'A$�'A�M��������� '.�"�����;���)���M%&� '(��'(���*�"!�������� O %�!��Xw�� �[%.�"��� O �XwX� ���"����! O �-����!��F���,'-$(��� ���(�"!CEMi)��1CB
���[���hu('.�[$�'.� O ���M���(�b%=��������%���$.�"! � �r��� O �8:8: P � � �)��$(������'(��<�E �.l�$(����!,�,4\����!���� '(� OtN ��� O %&� �����"'-���
%(�������\� ��y(�������2� O ��'-������'0�2� �(�F�,������� ����/ '0����!^�"!,4\� ���,� O ��E

� ?�� � 8�Q��9:CK <�6�?B:C4JP=<8 ��<S?O6 �
n � O �J���Dj.���������"!,!*� ���)�"'-��������� � O ��'����\B"��!-�"!,4\� ���,� O � 2 � �������*� 2 76� �
��� � �*�b}aG_]{�U� %���� O �,ST��!*����'(����481*�

l�$(�d���d���M����� �J��'9�2� �(�e�,������� ����/ '#E-�������B���� O �����d� P ������38�e��'t!*�)u(48$(���\F(E W-B\%������M$(���)������� �����{��$.�"'(���m!*�
����R.�"!.���J�"' N !,��������,'(��!,$�f�� N ��� O �8�r��� ������!*� ���8�{��'-�����d��1CE\�s�m�2�"$(���bj.��f7l�$(� P $(���2�"��!*�m��'tl�$(�dG_]Q���2�"!,�,ST�
!*�F��!���������/ '0����! N ��� O �;/ %���� O �;� %���� O �,ST�"'(���;!*�F��'(����481*�748!�� P �"!s���b!*�F����R.�"!CB�%=�����;l�$(�b'(�7���m� �(�"%����;�
!*� �d�2�"��� ��������1��������2� �J!����2�"!����)���b!*� O ��� O �ME(������e%���� P !�� O �;���b%�$(�����m��� !,3���'����"�)�"%�!,���2�"'(���t��!^�"!,4\� ���,� O �
�<�(�����76� �
��� � �*��B�%=�����7!*�7��� O %�!��Xw ���(� �0� ���-���*� �(�;�F���������"!,4\� ���,� O �7%=�"���"!��h!��;!��Fj.� ����'0%���� j�� P �,���,3\��E

���,'�� O�P �"��4\��Bs��' � ���"4848�*:�_ �@B#���F%���� %&� '(�7$�'o�"!,4\� ���,� O �v�,�������"���,3\�vl�$.� B P � ��� ���v��'�G_]�fH��'���� �X>
����!*� ����� '(���2BM%=��� O �,���8BM48��� ���*� �d� O ���M�5u.�2� ����� '.���d��'A!*� � O ��� O � �2B�� �(�"%����"�����e��!*�+��������$(����$�����!��-�2�"!U���)!*�
����R.�"!CE=������F�"!,4\� ���,� O �A���+��� '(�����F��� O � � �32(� � �
����� �'� �$��� 76� �
��� � �*�6} �)IJ]{��fv���Mj�� P ��$�'.�;������� !,$(����/ '
�������2�"'.�+�e!*�e%���������'���� �(�m%&� � �[]�E�id��� OtN �2B���! O k�������� �)IJ]�������'(�d$�'.����� O %�!��Xw ���(� �9��� O �,!*�"�[�"! O k����">
���eG_]�B8��� P �������bl�$(�[����� N)P � ��� ���m��'7!*� � O ��� O � � O ���M���(� �2E\�s�b�M�5WY������'(���*�b��� �M���2�e��';l�$(����/ !��e���[������'(�



:�E �
���������
��� � ����	 ����� � ���8� ���
��� ��	 � � ��� � ���
���

��'_��$(��'����;!*�t��� ������!*� ����/ 'H��� '_!��8� N ��� O �8�)����!^���,������� '.�"�����Al�$(�m������'(��'_$�'.�9�"!,���7������� !,$(����/ '_��� O %&� ���"!
}a�bWa������$(��'(���*�"! �hE-]D�"���m��!.������������� N ��� O �8�2B-��� ' P �"w��e������� !,$(����/ '#B�'(������������'(�J��'9��$(��'����m!*�e��� ������!*� ����/ '#B
���,'(�t!*�9��� ������!*� ����/ 'Q����$�ST� �(�A��� 'H!��8�e�"'���������� �����2B&!,!*� O � �(�A��� O �,!*�"�����(� �`E&�D!�"!,4\� ���,� O �6�������t�M������R.� ���
���)WY� � O �7l�$(�b'(�;���b�,'(����� O ��'����;��'v'��,'�48y�'0�2� ���F!*�7��'(����481*�F!��-�2�"!s���b!*�7����R.�"!CE

]��"���;� O %�!�� O ��'����"�e��! O k�������� �)IJ]^B.���m�M�,3-��������!^�M��������� '.�"�����9��'_���8�J��$ P >@�M��������� '.�"�����\�b�M���Yw $�'����8�
D = Da ∪Db

B���� '(���
Da

����%���������'�����!��8� N ��� O �8�[��� '6�"!,���m������� !,$(����/ 'A��� O %=� ���"!&f
Db

��!&��� '8w $�'����F���
N ��� O �8�[��� ' P �"w��m������� !,$(����/ 'A��� O %&� ���"!CEM]D�"����!��8� N ��� O �8�[����!U��$ P >@�M��������� '.�"�����7��� '6�"!,����������� !,$(����/ '#B-!*�
O ���M���(�F%.�"���7��!���48�,�J��! N ��� O �;/ %���� O �;����!*�7��� ������!*� �h��/ '#B=��� O �;��$(�������e��'0G_] 	

S(ri−1,gm) = 〈ri−1,gm〉, gm ∈ Da
}BF(E E�G\�

]��"���_�2� �(� N ��� O �H����!��M��������� '.�"�����L��� ' P �"w��v������� !,$(����/ '#B^'(�H���t%�$(�����9$����,!,�,ST�"�7�M�,��������� O ��'-���A!*�
��� ������!*� ����/ '#BU%=� ��l�$(�F%�$(����� O �-�M�5u.�2�"�m��!��� O %=� ����� O ����'����v!����2�"!���F!*�9����R.�"!CEU�D'L��$H!,$�4��"�2BU��� O �6���
O $(���������b�)��� '-���,'�$.� ����/ '#B8j.��f+l�$(�r$����,!,�,ST�"�D!*�J��� O �,!*�"�����(� �UB8l�$(�[���r38�)�)���hu('��,� O ���M�*�"'-���[!*�J��� ������!*� ����/ '
��� '�!��8� N ��� O �8�����{�"!,����������� !,$(����/ '+fb!*�d��� ������!*� ����/ 'F����$�ST� �(�J��'-�����rk������8�#fm��! N ��� O �J��� P �"w���������� !,$(����/ '
��'0��$(��������/ '#E.]��"�h�F���2�"!,�,ST�"�b�������e%�������������B.���m���hu('(�m$�'0��$ P ��� '8w $�'����t��� N ��� O �8�

gλm ∈ Lm
� �������*� ���

�t�2� �(� N ��� O �A��� ' P �"w��;������� !,$(����/ '
gm ∈ Db

E=�#�8� N ��� O �8�b����!D��$ P ��� '8w $�'-���
Lm

���+��!,�,4\��'L���+��'������
!��8� N ��� O �8�m���;�"!,���A������� !5$.�h��/ '�l�$(�F������'(��'L$�'Q��� %&� �����F��� O %&� ���"!�,'(��!,$������v��'Q�h!��� %&� �����7����! N ��� O �
gm

fA����� N ' O �-�M$�!*� ���8�J��'v!*� O ��� O �+Wa������$(��'(���*�ME
�D'H4\��'(�����"!CB&%.�"���t!��8� N ��� O �8�b%&�h������'(���h����'-�����+�"!���$ P ��� '8w $�'����

Lm
B=!*�9��� ������!*� ����/ ' 〈ri,gλm〉 ����%M>��������'����;!*�t�2�"'������(� �H��� �@��'(����481*� �+���

ri
!��-�2�"!5�,ST� �(�A�h'_!*�t����������/ '_����� O %=�">YWa������$(��'(���*�9���

gλm
E.]�� �)!��

���"'�����B&!*� O ���M���(�Al�$(�+���+$����,!,�����7��' �)IJ]p%.�"���t����%���������'-���"�m��!�%&�����A���
gm ∈ Db

'(�A��� P �F�(�"R.�"�e!*�
��'(����481*�F!��-�2�"!s���b!*�7���hR=�"!YB(���d�������,�J��� P �m��$ O %�!,�,�2B

|〈S(ri−1,gm)gm,gλm〉| ≤ |〈ri−1,gλm〉|
}BF(E E��\�

i %.�"�����,�;���t!*�_����$.� ����/ ' }BF(E E��\�hBD���9�������,38�0!*�0'�$(��38� O ���M���(�H���A��� O �,!*�"�����(� �
S(ri−1,gm)

%.�"���
��!^��$ P >@�M��������� '.�"�����A��� P �"w��7������� !,$(����/ 'H����!D�"!,4\� ���,� O � �)IJ]^E.������ O ���M���(� O � �M� O �,ST�;!*�t�2�"'������(� �H���
��'(����481*�ml�$(�J����%�$(�����J���M����� �����"!.��!���48�,�[��! N ��� O �

gm
��'t!*�e�,������� ����/ '

i
>@k���� O �m����!&�"!,4\� ���,� O �+���,'t�(�"R.�"�

!*�F��'(����481*�7!����2�"! 	

S(ri−1,gm) = ε · mı́n
gλm∈Lm

|〈ri−1,gλm〉|
|〈gm,gλm〉|

, gm ∈ Db
}BF(E E�W8�

��� '(���
ε
�����,'(��!,$�f\�d%.�"���e'(�m�(�"R.�"�[�b'��,'�48$�'(������!��8�r��� O %&� '(��'����2�{����!.��$ P ��� '8w $�'����

Lm
E\iJ$�'(l�$(�

���e������� w��F��!#38�"!�� � O 1,'�� O �t���b���-���8��!��8�d38�"!,� �����J����!s��$ P ��� '8w $�'-����B�!*�7��!���������/ '0����3 N !,���(�7����� O %����ml�$(�
�����(� �d!*� �d��� ������!*� ����� '(���)����$�ST� �(� �d����'�4��"'0��! O ��� O �7���,48'(��B(�(� ���

ε
���e��3 �"!,y.�7����48y�' 	

��� 〈ri−1,gλm〉 ���,��'(�b��! O ��� O �F���548'.��%.�"���m���-���8�{!��8� N ��� O �8�
gλm ∈ Lm

B-��'���� '(�����
ε
���[��!&���,48'(�

��� O y�'sE
�D'0� �����;�2� ���

ε = 0
E

�D'xG_]^B��!d%������M$(�����Q�,'�������'(�Q$(��� ���L'(�H������'(�v��'x��$(��'-���L���d��! N ��� O �Q��!���48�����L������'(�v�L'(�L$�'.�
������� !,$(����/ 'H� ������$.� �(�MB.%=� �J!��;l�$(���"!#$����,!,�,ST�"�)������� O ���M���(�t���b%�$.���(�e38�"���*�"�)��!s��� O %&� ����� O ����'-���t!����2�"!
���7!*�6����R.�"!CE^���,'�� O�P �"��4\��Bs��' �)IJ] ���7$����,!,�5ST�v��!%����-�M$(�����v�,'�������'(�0��/ !��6%.�"���A!��8� N ��� O �8����� '`�"!5�h�
������� !,$(����/ '#B�$(���"'(���_%.�"���_!��8� N ��� O �8�7��� ' P �"w��0������� !,$(����/ 'V!*�_��� O �,!*�"�����(� �V���hu('����(�H��'V!*�_����$.� ����/ '



� � � � ������� � �8����	$� ��� ���
��� : �

}BF(E E�W8�hET������J��3-�,���d�����2�"�^��'(����481*�J��� '(���'(�d!*�[j.� P 1*�J��'m!*�d����R.�"!-� ���,48�,'.�"!�f�BT� ��� OtN �2B2%&��� O �,���r�M�������,'�48$��,�
�2�"��� ��������1��������2� �)��� '0�"!,���F������� !,$(����/ 'v��� O %&� ���"!CE

�s�F� O %�!�� O ��'���� ����/ '_����! O k��������t���b%�$(�����e������$ O �,�2B.�+%.�"�����,�J���e!*�F����$.� ����/ '0�,'������*�"!s��� O ��B

ri =

{

x i = 0

ri−1 − S(ri−1,gm(i))gm(i) i > 0

}BF(E E�_\�
]D�"���7��!���48�,�)��! N ��� O �t/ %���� O �

gm(i)
��'v!*�F�,������� ����/ '

i
>@k���� O �MB(���d'(���������"�����;�2�"!���$�!*�"�)��!#38�"!�� �J���e!*�

O ���M���(�+���d!*����� O �,!*�"�����(� �9%.�"���m���-���8�{!��8� N ��� O �8������!&�M��������� '.�"�����
S(ri−1,gm)

E-������J38�"!�� �[���J�2�"!���$�!*�
����%=��'(�M����'(���9���b!*�F������� !,$(����/ 'v%���� %��*�7���m�2� �(� N ��� O � 	

S(ri−1,gm) =

{

〈ri−1,gm〉, gm ∈ Da

ε ·mı́ngλm∈Lm
|〈ri−1,gλm 〉|
|〈gm,gλm 〉| , gm ∈ Db

}BF(E E8:\�
������� 48��k�'(���8���m��'v!*�+�,������� ����/ '

i
��!s��!�� O ��'����t����!s�M��������� '.�"�����

gm(i)
l�$(� O � �M� O �����e!*�+Wa$�'(����/ '#B

gm(i) = arg máx
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(b) Noisy Gong: SNR = 1

q^�,48$���� F(E � � 	f-/��"<65������
���,3�n���)�p�A����	� �������0�+���>"#g����D���0�+���������)
���"<65�0����
)���3�����L65�����*��� ��"+������
)�e,3�[���1��	�����K���
	�]���A�����=�����������*���+��	�������% 
/� 23	������(������������8"#�=�����������+���4���D��� (=�-, �%#4��$(� �-�-*����7_^����� ��(D%

�D'�!*�Qu(48$���� F(E � �`���H�M� P $8w��o!*�o����R.�"!b������$�!,��� ���V%.�"����!*� �6��� WY������'-�����AWY� � O � �6���H� P ����'(���v$�'.�
��������� O %=�8��������/ '#E n � O �v���7� P ������38�6��'L!*�A%.�"�����;���;����R.�"!r��� '(���;����� N ��!D�����"'.���5��� ������BU!��8�m������$�!,��� ���8�
��� 'v��� O �,!*�"�����d%.�"��� �[]VfAG_]�BMf6�"!,4\�7%=��� �����d%.�"��� �d� �bB(������'(���F���2�"! O ��'-��� O �"!��8��%.�"���7GL�)q[E

]D�"���)�"%�!,���2� ����� '(����%�� N �������2� �2BT!��8�^�M�5WY������'-����� O k����-���8��� P ������'(��'F������$�!,��� ���8����� O �,!*�"�����2E"c)�J� P �����"'����8B
��� 'MWY� � O � OtN ����� O %�!��XwX�b������! O k����-����B"������'(�����J� P ���h'.�h� O �XwX� �����^������$�!,��� ���8�2E �D'F!*�d!,�,�������"��$����)j.�J�������
O $�fL$����,!,�,ST� �(�0!*�v��������� O %=�8��������/ ' �d� � }al�$(�t��������������� O ��'����9j.� P !*�"'(���0'(�0����$�'.�v��������� O %&�8��������/ '
�"��/ O ���2�\�hB�%&� �7�XwX� O %�!��L��'z�"$(�M��� � Id$��,ST< ���CEr���,'V� O+P �"��4\��BD����'-�����H���A$�'.�_��� O %�!��Xw ���(� �V���"S2� '.� P !��8B
����� N ������'(���o$����,!,�,ST� ���V�2� �(��3���S OtN �6��! O k����-���VG_] � �)��$(������'(��<�E � � ���� O �8:8: �@B[l�$(�H� P ������'(�H$�'.�
��������� O %=�8��������/ 'A�"��/ O ���2�ef\B %&� �D���"'-����B8%�$(�����d�����r�"%�!,���2� ���m%.�"���e� P ����'(���r���-�M�5u.�2� ��� �����r%.�"��� O k����������8�
���m�"$(�M����E

� ��� � #�!�� �+ $&�'$&!���� !���& � !��+ ��!���� � � � � � �,� � �,�&��!� 

]D�"���9��!D�(�����"����� !,!,�v���+$�' O ������!��64\�h'.�h�h�"!���F��������� O %=�8��������/ '����F����R.�"!CB=!��8� N ��� O �8�ej.�"'L���F�����
��!���48�����8�m���+WY� � O �9l�$(�F���F��� ��������%&� '(�(�"'���� 'L!*� �e�2�"��� ��������1��������2� � P.N �����2� �e���F!*�9����R.�"!CEU������7��'MWY��l�$(�
���F������� O ����'(�(�v����%=�����*�"! O ��'-���;%.�"���v�"%�!,���2� ����� '(���+���;�"' N !,�������mf_���-�M�5u.�2� ����/ 'o���;����R.�"!CB&%&� ��l�$(�;�2� �(�
N ��� O �F%�$(�����e����������� P �,�d$�'6��� O %&� ����� O ����'-���;��� '(���������;���b!*�+����R.�"!#���e��'������ �(�ME(i��(� OtN �2B����U��!#�M������R(�
����!=�M��������� '.�"�����F���%.�"��� O k�����������BM��'9��!=����'-�����������Jl�$(�J�2� �(� N ��� O �+������kJ���hu('�������%=� �{%.�"� N"O �������8�[��� '
���,48'��5u.�2� ���eWa1����,����B8���"!����r��� O �e!����2�"!,�,ST� ����/ '9��� O %=� ���"!CB8Wa������$(��'(���*�m��� O ���M$�!*� ����/ 'A�e�����2�"!*�MB8!*�b����!*� ����/ '
��'������m�������8��%.�"� N"O �������8�Jf9!*� �d�2�"��� ��������1��������2� �J%���� %��*� �d�(�b!*�7���hR=�"!U%�$(�����m����� O $�fA�M�,���������ME



�2<8< �
���������
��� � ����	 ����� � ���8� ���
��� ��	 � � ��� � ���
���

n � P ��'9�M�������,'�48$��,�[���8�r��'MWY��l�$(���r��'9��!.�M������R(�m�(�h!=�M��������� '.�"������E-]�� �$�'t!*� ����B\!��8�%���� O �����8�r����� P �"wX�8�
��'p��������� O %&�8��������� '(���v�"��/ O ����� �6���,48$�������� ' ��!b��� O �,'(�`���0$����,!,�,ST�"�9$�'p48���"' �M��������� '.�"�����o4\��'(�����"!,�������
l�$(�)�5'.�h!,$�f������+$�'.��48���"'638�"�������.� �A���b��� O %&� ����� O ����'-���8�d��'6!*�+���hu('�������/ '6%.�"��� O k��������2�7���)!��8� N ��� O �8�
� GH�"!,!*�"��: � �@E"���,'+� O�P �"��4\��B"�������d�"%���� �M� O � ����/ '+'(�J���#/ %���� O �J�����������!\%�$�'-���J���D3-�����������D!*�d��� O %�!��Xw ���(� �
%=� �{��!(48���"'t��� O �"R(������!.�M��������� '.�"������E n � O ����� '(������$(��'(���*�MB-������$(��!��J�M������R.�"�r��!.�M��������� '.�"�����+��'7Wa$�'(����/ '
���d!*�+�"%�!,���2� ����/ 'A%.�"���m!*��l�$(�J���d$����,!,�����)!*�m��������� O %&�8��������/ '#EM]^� �[�XwX� O %�!���B-%.�"���m���2�"!,�,ST�"�{$�' O �-����!*� ���
���,'�$(��� ���(�"!�%.�"�������+!�/ 48�����9� O %�!�� O ��'����"�e$�'L�M��������� '.�"�����6��� O %�$(�������A�(�+���M%=� '(��'(���*�"!����m��� O %�!�� w�� �2B&���,'
��� '(�����������"�DWa$�'(����� '(���D���h�"'(���,��� ���*� �����'-�����m�M��������� '.�"������E�ip��� '����,'-$.� ����/ '#B����[����3-�����"'7!*� ��2�"��� ��������1��������2� �
���[!��8��M��������� '.�"�����8� OtN �D$����,!,�,ST� ���8�r��'7!*� P � P !,��� 48���TWa1*�b%.�"���e��!(� N !���$�!���������������� O %&�8�������,� '.���[�"��/ O ���2� �2B
� ��1#��� O �;��$(��%����,'(���,%.�"!����J$����,!,���(� �����2E

�������)/	��� ������� ��� 
M� � �1&
������m���,%=�9��� N ��� O �8�)���e$����,!,�,ST�t��$.�"'(���9���m�M������R.�7$�'_�M��������� '.�"�����A���e48�h�"'(�����)�M� O ��'(����� '(���J%.�"�h�

%���� %=� ������� '.�"��$�'.�[����%���������'-��� ����/ '+����� O %=�">YWa������$(��'.���*�J���!*������R.�"!CBT������'(����!*������%���������'���� ����/ '+������$(!5�h�"'����
%.�"��� O k��������2�)fm��� O %.� ����� � GH�"!,!*�"��: � �@E"�#�8� N ��� O �8�D��� � � P � � � � � P � � F � ����� '�Wa$�'(����� '(������� 'F$�'.� P $(��'.�
!����2�"!,�,ST� ����/ 'L����� O %&�">YWa������$(��'(���*�MB#l�$(��%=��� O �,����' O ������!*�"�e$�'_48���"'H���"'�4\�A���F��� O %=� ����� O ����'����8�e���+!*�
����R.�"!(�b�"'.�"!,�,ST�"�2E\?b� P �����m�)�������J%���� %������(� �UB8!��8� N ��� O �8�D��� � � P � ����{j.�"'7��� '-3\�����������e��'7$�'7��! N �������e��'
!*� P � P !,��� 48���TWa1*�;��� P ���e��!#��� O �MB(������'(���;��$6$(���F������$�������'�������'0��������� O %=�8��������� '(���)���m���"� N �h���h�J4\��'(�����"!CE

�D'+����� O %=�b��� '����,'-$(��B"!��8� N ��� O �8����� � � P � �����r� P ������'(��'#B8��%.�"�����,�����r$�'.�d3\��'-���"'.�
g(t)

B2���2�"!,�,ST�"'(���
$�'.� O �-�M$�!*� ����/ '_��'6Wa������$(��'(���*�Ff9$�'v������%�!*�"ST� O ����'-���;fA�����2�"!*� ���;��'0��!U����� O %&� 	

g{s,ω,τ}(t) =
1√
s
g

(

t− τ

s

)

ejω(t−τ)
}BF(E � �T�

������;�(��u.'����h��/ 'L���m%�$(�����+���M����'(�����e�;����� O %=�A�M������������� O $(���������2�"'(���9!��8� N ��� O �8�2E=�J'.�FWY� � O �t���
��������� P �,�J������� O $(�����������t����!*�F���,48$�����'-���
	

g{s,ω,τ}[n] = fs[n− τ ]ejω(n−τ)
}BF(E ��E\�

��� '(���
fs[n]

���{$�'.�+3\��'-���"'.�F���b��'(����481*�+$�'����(� �6l�$(�b���J%($(�����b�����2�"!*�"� O ���M�*�"'����m��!&%.�"� N"O �������
s
E

n � O �`���0%�$(�����H� P ������38�"�2B��"%.�"�����H���_'(� � O �"!,�,ST�"�6!*����'(����481*�`���_�2� �(� N ��� O ��B[$�' �M��������� '.�"�����
WY� � O � ���0%&� � N ��� O �8�F��� � � P � �F���t�,'(�����(�_�v%.�"�����,�7���t!��8�+%.�"� N"O �������8� {s, ω, τ} Es������_��������$(����$����
%=��� O �,���{$�'.�d�����������,%&����/ ' O $�fm��� O %�!��r�(�r�2� �(� N ��� O ��B"������'(��� O $�fe38�"!,���8���d��'7�"%�!,���2� ����� '(���D���{�"' N !,�������
�J��� O %���������/ '#E �J'+�M��������� '.�"�����b��� O %�$(�������J%&� � N ��� O �8����� � � P � ����$(��!��{�������"!,��� O ��'����[��� P ���h>@��� O %�!������
�{�,'(��!,$��,� P � �����D���[q.� $��������J}Y�"!M38�"���*�"��!*�dWa������$(��'(���*�\�sf�Z[�23\��!����J}Y�"!M38�"���*�"��!*�)�����2�"!*�\�hE����,'7� O+P �"��4\��B8�������
���,%=�A���F�M��������� '.�"�����A������'(�+$�'(�8�b� O %&� �����"'-�����b�,'(��� '-3\��'�����'-�����2EU]^� �b$�'H!*� ����B&��� P �����6�"!�48���"'H��� O �"R(�
'(���������"�����;%.�"���;� P �"���2�"�J$�'0��� '8w $�'-���t��$Mu.������'���� O ��'-��������%���������'����"���,3��t���m��� O %&� ����� O ����'-���8�J����� O %&�">
Wa������$(��'(���*�MB=!*�;��� O %�!��Xw ���(� �_����l�$.�h���,�.�;%.�"���t��!�� N !���$�!��A����!*�t��������� O %=�8��������/ 'L���b��� O � ���*� ���9��!���38� �(�
%.�"���t!*� O �2f\� ��1*�A���+!*� �m�"%�!,���2� ����� '(���m���7��� O %���������/ '#B#�"$�'(l�$(�F���+j.�2f��"'H�����2� ���v�"!,48$�'(�8���"!,4\� ���,� O �8�
%.�"���������M$(���,��!*�d��� O %�!��Xw ���(� � � � �-���MZ��,'.:�W �@ETid��� OtN �2BT��!�������$�!,��� ���)�(�!*�d��������� O %&�8�������,/ '7�����"!,��� O ��'-���
����%=��'(�M����'-���e���J!*��3\��'-���"'.��$����,!,�,ST� �(�MEM?b�JWY� � O �m4\��'(�����"!CB����J$����,!,�,S2�"'63\��'-���"'.� ����� O k������,�2� �2EM�s�mu(48$����
F(E �VF7����%���������'-���F38�"�����8� N ��� O �8�)�F�M�5WY������'����bWa������$(��'(���*�FfA�����2�"!*�F%.�"���F�������e�2� ���;��� '(���������;���b3���'����"'.�
��� O k��������2�ME

���,'A� O+P �"��4\��BM��'6�"%�!,���2� ����� '(���d��� '(���)!��+����R.�"!=������'(�)$�'A��� O %=� ����� O ����'����F�����"'(���,��� ������BM!��8� N ��� O �8�
��� � � P � �d%�$(������'_'(�;�����d!*� O �XwX� �)��!���������/ '#E.�D'0!*�+u(48$���� F(E �9G;�����"%��������*�;��!s%����h>@�����;%������M$(�������t%&� �



� � � � �
�����8����	3����� �
��� ���������8� �
��	 � ����� � ��	����
	��8�
��� �2< �

q^�,48$���� F(E �VF 	 2<����"#�0�+���Kaf��(����#
=���@q������������8����"#g�������
=�*q��������������*� �7?�����
�	�����
����R����"#�)��	� ��
���,��[H�� �K���)
=��� �
���1� �#q3������������%

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−1

0

1
(a)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−1

0

1
(b)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−1

0

1
(c)

q^�,48$���� F(E �9G 	v<��6:�A���)��������
���,��K���f	����?���
����>���W6:�A��MA�=
=�96:�A�D��	�
������+���5	����� � FD���fX�����"#�0�<���7af��(=���9����"#g�������
=�0�)%�r}�=t
o$��z�����?�����"#�����G65���G	�����4,�65��������
������4��"#������� 23	�������%�r}(�t1`V����"#���7X��Z��"8������af��(=���7��� �Z23������"#�=�����������8$��%#!�!&�� ��'
��)�*!��)�� #!�0%Vr}
�t1v<��������	��#�����0�7� �N6:����"#�����8����������
���,��n���������1�)�>�=6:���=
����K������?���
����*���L6:����MA�=
=��%

!*�F��!���������/ '_���b$�'.�F3���'����"'.�7��� O k��������2�7��'v$�'.�7����R.�"!&WY� � O � �(�F%&� ��$�'=�F���M%&� '(��'(���*�"!^� O � �����,48$.� �(��E
�J'.�o��� !,$(����/ ' �o�������_%���� P !�� O �o%�$(�����L��� '(���������,�6��'���!b� O %�!����V����!m�"!,4\� ���,� O � ���32(� ���
����� �'� �$���

% � �
��� � �*�H%.�"���o��!e� N !���$�!��V���_!*����������� O %&�8��������/ '#Bd�"$�'(l�$(�_%.�"���o����R.�"!����A�����"'(���,��� ���*� �A%($(�����_j.� P ���
� �����8�d�M��������� '.�"�����8� OtN �J�"%���� %��*� ���8�2B.��� O �7%&� �d�XwX� O %�!��;��!UWY� � O � ���7%=� �J���,'-$(��� �������J� O � �����,48$.� �(� �2E

������7%���� P !�� O �MB^��$���48�����v���7!*�A� O %&�8��� P �,!,���(� �o���7$�'��M��������� '.�"�����_���7����%���������'����"�+��� ����������� O ��'-���
� l�$(��!,!*� �d����R.�"!����d��$�f��7��� O %&� ����� O ����'-���;'(�7���m� �(�"%����;�+!��8� N ��� O �8�Jl�$(�b!��+WY� � O �"'#B�%�$(�������"%.�"���������
��'vWa$�'(����/ 'H���m!*� �)�2�"��� ��������1��������2� �b���m!*�;����R.�"!CE=i)��1CB�%.�"���t��!^�2� ���t���m!*�;����R.�"!����+�"$(�M���9�t���m!*�;����R.�"!
��� �(�"�2B&���b��� O y�'L��'(��� '-�����"�e�XwX� O %�!��8�e��� '(���+!*�;Wa������$(��'(���*�9���+!*�9����R.�"!��2� O+P �*�9��� 'L��!������ O %=��B#�"!,4\�
'(�7��� '���� O %�!*� ���t��'6!*�F���hu('�������/ '0���b!��8� N ��� O �8�d��� � � P � �2E������� O ���M$�!*� ����/ '_��'9Wa������$(��'(���*�7� �����*�	%
���d%�$(�����)�,'(��!,$��,�{� O %�!�� O ��'-���"'(���F$�'A�M��������� '.�"�����7�"y�' OtN ��� O %�!,��� � � ��� P � '-38�"!*< ���@E����,'A� O�P �"��4\��BM�������
��'MWY��l�$(�8B P � ��� ���A��'H4\��'(�����"!,�,ST�"����!��M��������� '.�"�����6%.�"���t������%=� '(�������t��$.�"!�l�$������m��� O %&� ����� O ����'-���6���+!*�
����R.�"!s���m��'-����� �(�MB('(�7%.�"�������m!*�7��� !,$(����/ ' OtN �d����/ '(�2�;��$.�"'(���;!*�7��� O %�!��Xw ���(� �0���e!*�7��������� O %&�8��������/ '
���J�,'(����� O ��'����7���M%=� '(��'(���*�"! O ��'-���e��� '6��!&��� O �"R(�F����!U�M��������� '.�"������E�iJ!&��� '-�����"������BM%.�"����%=�-�����[���2�"!,�,ST�"�
��������� O %=�8��������� '(����� ��� �������m�"!^%���� P !�� O �6�t��� !,$(����� '.�"�2BU���+�M������R.�"'L�M��������� '.�"�����8��� O ���M���(�MB&��� '(���7���
O �"'�������'(��'`��/ !��6!*� �m%���� %������(� �����7�v�"'.�"!,�,ST�"�2Bs�����M$(������'(���H� ��1r��!'�y O �����_��� N ��� O �8��fH%=� �����"'����v!*�
��� O %�!��Xw ���(� �UETi`��� '����,'-$.� ����/ '#B"����%���������'-���"'�$�'.���������������M��������� '.�"�����8� O ��'(�8�#4\��'(�����"!,������� �2B"� �(�"%���� ���8�
�v�"%�!,���2� ����� '(���+��� '(��������� �2B^�A%.�"�����,�����7!��8����$.�"!��������;�"'.�"!,�,ST�"� N 'o!��8�e%���� P !�� O � �+l�$(�t�"%.�"��������'o��'Q!*�
��������� O %=�8��������/ '_���e!*�F����R.�"!s���m�"$(�M����E



�2<�E �
���������
��� � ����	 ����� � ���8� ���
��� ��	 � � ��� � ���
���

q^�,48$���� F(E ��� 	 2<����"#�0�*���8������	!�)���������K��"#������� 23	������0��q��������������U� �+?����=
�	�����
����@����"#�D��	� ��
���,�� HU����?���
������K���
��"#������� 23	���"+����������%

����������� �-�)
 � ����)����� �����1&����	 � �������
�s�v�"%=�"�����h��/ '`���t�8���h�,!*� ����� '(���F��� 'o�2�"1��(�v���M%=� '(��'(���*�"![��' O $(��j=� ������R.�"!����m'.�"��$����"!����Jw $(�����5u.�2�6!*�

��� '(����������� ����/ '`���;��� '(�8��l�$(�;������'(��'�$�'.�v�2�"1��(�v���M%&� '(��'(���*�"!{%.�"���v��!r�M������R(�0����!{�M��������� '.�"������E�iJ!Du('
f0�"!D�2� P ��B=$�'.�9����R.�"!����+������� �b�2�"��� ��������1��������2� �m���J!*�t������%�$(�������9�"!�� O %�$�!����9���+$�'0u(!,�����A��� 'H$�'_%=� !��
��� O %�!��XwX��B\������'(���m�������b%���� %������(� �;�,'-�����������"'����J��$.�"'(�������[�,'-����'����"' O �-����!,�,ST�"�{����R.�"!����%������M$(�����(� �r%&� �
��������� O � ��!,�,'(�2�"!����2E

�J'A�M��������� '.�"�����+WY� � O � ���+%&� ��������� �[����R.�"!����{����%���������'-���+���JWY� � O � OtN �[�hu.�2�"Sb!��8�{�����"'(���,��� �����8�[%(���h>
����'������J��'_����R.�"!����d���2�"!����)l�$(�e$�'0�M��������� '.�"�����;WY� � O � ���;%&� � N ��� O �8�J��� � � P � �)��� '03\��'-���"'.� �J��� O k������5>
�2� ��� � �-���MZ��,'.:�W �@ED�J'z�M��������� '.�"�����HWY� � O � ���L%=� �t���,'�$(��� �������t� O � �����,48$.� �(� �9���9�,'(�����(�Q�"!��,48$.�"!dl�$(�
$�'Q�M��������� '.�"�����6WY� � O � ���6%=� � N ��� O �8����� � � P � �m��� 'Q�������e%.�"� N"O �������8�2Bsl�$(�;�"j(� ���6��� ' 	U��!�WC� ����� �����
� O � �����,48$.� O ����'-���

a
BM!*�+Wa������$(��'(���*�7��� O ���M$�!*� ����/ '

ω
f9��!#����� O %=�t���e��� O ����'�S2�

τ
	

g{a,ω,τ}[n] = Saa
(n−τ)ejω(n−τ)u[n− τ ]

}BF(E � �\�
��� '(���e��!=WC� ����� �

Sa
���)�,'(��!,$�f��b%.�"���+��� '(����48$��,�d'(� � O �+$�'����(� �UE��UwX� O %�!��8�d��� N ��� O �8�����e�������)���,%&�

���e�M� P $8w��"'0��'6!*�+u(48$���� F(E ���ME(�#/ 48���2� O ��'����\B.�������b���,%=�;��� N ��� O �8�J���b%�$(�����m���hu('��,�d��� O�P �,k�'H�+%.�"�����,�
��� N ��� O �8�F��� � � P � �7��� 'o$�'.�v3���'����"'.� P � ��� �(�0��'o$�'.�0���M%=� '(��'(���*�"! O $�!,���,%�!,���2� �(�_%=� �F!��6Wa$�'(����/ '
� O %�$�!����7$�'����(� �UE

�D'_!*�;!,�,�������"��$����9j.�"'L�"%.�"�����������6�M�,3\�������8�b��'MWY��l�$(���bl�$(��$����,!,�,ST�"' N ��� O �8�b����� O %=�">YWa������$(��'(���*�A��� '
��� O %=� ����� O ����'-���Q���M%=� '(��'(���*�"!CE�D' � q��������M!*�"'(������:�G �@Bs!*� �7���,'�$(��� �������;� O � �����,48$.� �(� �;���9$����,!,�,ST�"'`%.�"�h�
%���� %=� ������� '.�"��$�'.������%���������'���� ����/ '6����� O %&�">YWa������$(��'(���*�7�m%.�"�����,�����J!*����$.�"!&!��8�{�����"'(���,��� �����8�[���)!*������R.�"!
����%�$.���(�h'A������'����5u.�2�"�{W N ���,! O ��'����8E(���,'9� O+P �"��4\��B-��'9�������e���hWY������'(���*�+���d��$�%&� '(�d$�'A�����������+��� '(����� O ����'M>
���;�+%������ ���s����!&WC� ����� �J���m� O � �����,48$.� O ����'����(B.l�$(�e���[���"S2� '.� P !��m%.�"���;�"%�!,�,�2� ����� '(���)���e��������������/ '#B(%=�����
�,'.�"%���� %��*� ����%.�"���L� P ����'(���A��������� O %=�8��������� '(���9���0����R.�"!����9�"� P �,�����"���*� �2Er�D'p��$.�"!�l�$������9�2� ����BD$�'p�M���h>
����� '.�"�����0��� 'o���,'�$(��� �������F� O � �����,48$.� �(� �+� P ������'(�t$�'.�6��������� O %&�8��������/ 'V� ������$.� �(�6%.�"���v����R.�"!����m�����"'M>
���,��� ���*� ��� � ���-�MZ��,'.:�W P �@E��D'V��!��2� ���H��� '(���������L���9!*�_����R.�"!����6�"$(�M����BD��$.�"'(���L���A�������2�H�"%�!,���2�"�7$�'.�
��������� O %=�8��������/ '6�"��/ O ���2�MB-�������J�M��������� '.�"�����+� P ������'(�J$�'.�m��������� O %&�8��������/ '6� ������$.� �(�m%.�"���e����%���������'-���"�
!*�6%.�"�����t�����"'(���,��� ���*� � cJ����$-Z{��'�j-$�� wX���2:�_ �@Es�D!{%����������H�6%.�"4��"�F����$�'.�v��� O %�!��Xw ���(� � O $�fo�"!,���6%.�"���0��!
O ������!*� ���t���e!��8�d�����"'(���,��� �����8�J�(�m�"$(���,��B(!��;l�$(�ej.�Fj(����j(�tl�$(�e��$v$(���7���2�F�����M$(�������t��'0�����M�5u.�2� ��� ���2�
%.�"��� O k����������8�)���m�"$(�M����E

������������
 � � �
���
R!"�	���	��� ! ����R�	�������
n $.�"'(���H!*�H��������� O %=�8��������/ 'p�"��/ O ���2�H���938�H�_���2�"!,�5ST�"�t��� P ���9$�'=�_����R.�"! O $�f���� '=�"!YB��� O �H$�'.�

����R.�"!J�"� O / '����2�L���v�"$(�M����BD!��8� N ��� O �8�t�H���M����� ���t��� P ��'x�������"� P � ��� ���8�t�h'x���,'�$(��� �������2ED�D'x��!d�2� ���



� � � � �
�����8����	3����� �
��� ���������8� �
��	 � ����� � ��	����
	��8�
��� �2< �

%.�"��������$�!*�"�F���7$�'.�v����R.�"!���2�"!CBs��!{��� '8w $�'����0��� N ��� O �8����� P ����1*�v�������"�mWY� � O � ���v%=� ��$�'���� '8w $�'-���0���
��� '(�8�d���m�M�5WY������'����eWa������$(��'(���*�

ω
ftWC� ���

φ
	

g{ω,φ}[n] = Sccos (ωn+ φ)
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(a) Señal: Impulsos unidad + seno
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(b) Representacion con diccionario de impulsos unidad
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(c) Representacion con diccionario DST
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(d) Coeficientes BP de la parte de impulsos
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(e) Coeficientes BP de la parte DST

Frecuencia discreta
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x i = 0

ri−1 − (αk(i)gk(i) + α∗
k(i)g

∗
k(i)) i > 0
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∣

∣

∣
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∗
k >}
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máx
gk∈D
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< x[n], gk[n] >= Sw
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< gk(i)[n], gk[n] > = |Sw|2
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n=0 u[n]e
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= |Sw|2U [((k − k(i)))2L]
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< g∗k(i)[n], gk[n] > = |Sw|2
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x[n] ≈ x̂[n] =
K
∑

k=1

Ak[n] · cos
(

ωk[n] · n+ φk[n]
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Ak[n]
B
ωk[n]

f
φk[n]
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N ��� O �6���+%����"Wa$�'(�M���(� �

p = 1
B=%�$(�������Al�$(�F��'-��� '(�����e��!D'�y O �����6��� N ��� O �8�e��� ������!*� ���8�m��� OtN �M� O ��E

�D'����"!{�2� ����B#j.��f (P−1)·N
2

N ��� O �8�F��� '����h!*� ����/ '`���;j(������'(���*�MBs!��0l�$(�;��� '�!,!���38� (P−1)·N
2 = MWP−N

2O $�!,���,%�!,���2� �����8'(���d���2�"!����dft��������� ��%.�"���+���2�"!,�,ST�"�d!*�7� ����$.�"!,�,ST� ����/ '_���e��� ������!*� ����� '(���2B.����48y�'6!*�F����$.� ����/ '
}BF(E E �T�[����! O k�������� . � �������*� 2&% � �
��� � �*��E

�������)/	� %M�������� &���!"�	#
'�����	��� ! �1&(&����	��!"�	�
���� ! & ��� �������
]D�"��������'(���o���6!*�Q����$.� ����/ ' } �ME W8�hB!*�Q��� ������!*� ����/ ' l�$(�6����%���������'-�������638�Q�L��������� P �,�A���6!*�HWY� � O �

c{s1,p1},{s2,p2}[2
p2r2−2p1r1]

E ������)��� ������!*� ����/ ';���^�,48$.�"!.�d!*�)��� ������!*� ����/ '
c{s1,p1},{s2,p2}[r2]

������%�!*�"ST� �(�
��' ��!J����� O %&�

2p1r1
O $(��������� �9fz�M����S O � �(��%=� �

2p2
Er�D'p4\��'(�����"!CB[��$.�"!�l�$������A��� ������!*� ����/ '����v%�$(�����

���M%��������"��%&� � O ���M���;���b!*�7��� '�3�� !,$(����/ ' O ���M�*�"'-���m!*�F���M%���������/ ' 	

〈g{s1,p1}[n+ r2], g{s2,p2}[n]〉 = g{s1,p1}[r2] ∗ g{s2,p2}[−r2]
} �ME :\�

�s�F�����"'(�XWY� � O � �(�
z
���b!*�7���M%���������/ '�} �ME :\�[���d��� O %�!�� O ��'-���8B

C{s1,p1},{s2,p2}(z) = G{s1,p1}(z)G{s2,p2}(z
−1)

} �ME �2<\�
�)���"'(����!*�����M%���������/ 'L} �ME G\�hB-��$�%&� '�����'(���Fl�$(�

p1 ≥ p2
B�f7����'�����'(���F��'A��$(��'-������/ !���!��8� N ��� O �8�[��� '

����!*� ����/ '0���ej(������'(���*�v}
s2 = b s1

2p1−p2
c �hB�!*�F����$.� ����/ '`} �ME �2<\�[���b%�$(�����m���M%��������"�J���b!*�+WY� � O � 	

C{s1,p1},{s2,p2}(z) =
(

G{s2,p2}(z)
p1−1
∏

d1=p2

G((bs1/2d1c))2(z
2d1 )

)

G{s2,p2}(z
−1)

} �ME ���T�
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�M� P ����'(���Fl�$(�
C{s2,p2},{s2,p2}(z)

���r!*�+�"$����-��� ������!*� ����/ 'v���
g{s2,p2}[r2]

��'A��!=��� O �,'����
Z
B�!*�����M%����h>

����/ '�} �ME ���T�{%�$(�����m��������� P �,�����m��� O � 	

C{s1,p1},{s2,p2}(z) = C{s2,p2},{s2,p2}(z) ·
p1−1
∏

d1=p2

G((bs1/2d1c))2(z
2d1 )

} �ME �9E\�
iJj(� ���;���J'(���������"�����A�"%�!,���2�"�)!��8�J�2� O+P ���8�b���m38�"���*� P !��

d = d1 − p2
f
p = p1 − p2

E n � '(�����������"'(���
s = ((s1))2p

BM!*�F����$.� ����/ '`} �ME �9E\�[���b%�$(�����e������������� P �,�)��� O � 	

C{s1,p1},{s2,p2}(z) = C{s2,p2},{s2,p2}(z) ·
p−1
∏

d=0

G((bs/2dc))2(z
2d+p2 ) = C{s2,p2},{s2,p2}(z) ·G{s,p}(z

2p2 )

} �ME � �\�
�� !,3-����'(���t�"j(� ���;�"!s��� O �,'����;����!#����� O %=��B(!*�F����$.� ����/ '`} �ME � �\�[l�$(���(� 	

c{s1,p1},{s2,p2}[r2] = c{s2,p2},{s2,p2}[r2] ∗
{

g{s,p}[
r2
2p2 ],

r2
2p2 ∈ Z

0, otherwise

} } �ME �VF-�
��b%������������9����'(���m��'L��$(��'����Al�$(�+!*�A�"$�������� ������!*� ����/ '

c{s2,p2},{s2,p2}[r2]
���b�������6��$.�"'(��� r2

2p2 ∈ Z
B

%=� ��l�$(�
g{s2,p2}[r2]

���9� ����� 4\� '.�"!m�L���h� ��!�� ����� '(���6���
2p2r2

O $(��������� �2E{]�� �9!��Q���"'-����B[�"!)�M����S O �"�A!*�
���M%���������/ ' } �ME �VF-��%&� �

2p2
O $(��������� �2BD��![������$�!,��� ���L���

g{s,p}[r2]
E�q^�,'.�"! O ��'���� BD!*�_��� ������!*� ����/ 'xl�$(�A���

���M%�������� P �7��'6!*�7����$.� ����/ '`} �ME W8�{%.�"��� N ��� O �8�J��� 'v����!*� ����/ '0���ej(������'(���*�7���e��� O %�!,�5u.�2�t� 	

c{s1,p1},{s2,p2}[2
p2r2 − 2p1r1] = g{s,p}[r2 − 2pr1] = g{s,p,r1}[r2]

} �ME �9G\�
n � O �;���el�$(����1*�7��� O �8�������"�2E

����������� &(��� � �.�������� ! ���� �'&��C���.��� ��
� &�� �	�� � �)!"!"�	�
��'&@�.���� � $ 
8%��

�J'.�F3���S����ej=�7���M%�!,���2� ���9��/ O �;� O %�!�� O ��'����"�e��! O k�������� . � �������*� 2/% � �
��� � �*�F��� '0$�'0�M��������� '.�"�����
� ]Lf7��$;��� O %�!��Xw ���(� �9� ���-���*� �(�MB\��!.���,48$�����'-����%.� ���m��� '(���������d��';3\�����5u.�2�"�r��$;38�"!,������Sd%.�"���e��! O �-����!*� ���
���v�����"'(���,��� �����8�9���0����R.�"!����9���_�"$(�M����E{�D'x!��8�9���M%=����� O ��'-���8�Al�$(�v���vj.�"'p�������"����� !,!*� ����%.�"���Q!,!���38�"�
�H�2� P �Q�������H���"���2�MB���Aj.�_$����,!,�,ST� ���Q$�'.�_����� O �L�(�v�"$(�M���L�����"'(���,��� ���*�L��� 'z$�'z� O %�$�!����Q���6��'(����481*�
!����2�"!,�,ST� ���;��'6!*� O �,��� �v���)!*�+����� O �ME(������b� O %�$�!����F%&��������'(��������$�'64\� !,%&�e���e�2� �����"R-$(��!*�+%����-��������'����
���J!*�+����R.�"!U���b�2� �����"R�$(��!*� �m}a�2�"!,���(� � n ? O � '(���hBMl�$(�b���{$�'.�+���)!*� �[����R.�"!����{%���� %�$(������� �[%=� ����!&48��$�%=�
G_]� � %.�"������$t$(���m��'6� �����,3-���(� �����[���J�������"'(�(�"���,ST� ����/ ' � G_]� � < ���@EM�-�dj.�m� O %�!�� O ��'���� ���F��! O �-����!��
���A�����"'(���,��� �����8�;��� 'z��!d�M��������� '.�"�����QZ[�23\��!����X>C%.� ��g\�����_} � ]{��fo��� 'z��!d�M��������� '.�"�����Q���6���M%&� '(��'(���*�"!����
� O � �����,48$.� �(� �F}a�?m���{fA��� O %.�"��� ���;!��8��������$�!,��� ���8�J� P ����'������8�2E

�D'H!*�;u(48$���� �ME :MBU����%���������'-���"'H!��8�b������$�!,��� ���8�e����! O �-����!*� ���6��� 'L��! O k�������� . � �������*� 20% � �
��� � �*�
f�$�'V�M��������� '.�"�����Q�?m�o��'V�,������� ����� '(���t��$(�������,38� �2E n � O �L���A� P ������38�H��'`!*�0u(48$����MBD��'V!*� �F%���� O ����� �
�,������� ����� '(���J���m���M����� ��'v!��8�������"'(���,��� �����8�dW $.�h�������d���e!*�7���hR=�"!YB�%�$(�������;l�$(�m��!#�M��������� '.�"�����9����� N WY� � O � ���
%=� �;����R.�"!����;l�$(�A��� O ����'�ST�"'p���A�������0WY� � O �MED�D'V!*� �;���,48$�����'������7�,������� ����� '(���2B�������8�7�����"'(���,��� �����8�;��� '
��$.��3-�,ST� ���8�{%.�"����� P ����'(���[!*�eWY� � O �����J!*������R.�"!CB�!��+l�$(�d����l�$��������)$�'948���"'A��� '8w $�'����+��� N ��� O �8�2E n � O �
��� '(������$(��'(���*�MBM���)������� 4\��' O $(��j(�8� N ��� O �8�[���)%=��l�$(��R.�F� O %�!,�,��$(�A%.�"���m���hu('.�"�[!��8�[������� ��������� O ���������8�
%=� �9!��8�9%���� O �����8� N ��� O �8�2E{�D!b�M��������� '.�"�����V�?m�z���0���hu('(�L�L%.�"�����,�6���v!��8�9%.�"� N"O �������8��	rWC� ����� �A���
� O � �����,48$.� O ����'-����BsWa������$(��'(���*�0fH�������"������E^�s�0��� O $�!*� ����/ 'V���;j.�6!,!���38� ���H�v�2� P �_��� '
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=�0������z�	���� �1�)�G"8�)����� ��"#�=�����������8$��%#!�4&�� ��' ��)3*!��)�� #/�7
=���K	�
����
=
��������������>�WO7o4%�ip�1�)��z����4����� 23�������:�)��6:�����)�����������Ur}�=t+H>� �1�)��z����$�=6:���-,���"#�����G65���7�������<"#�D����� �#���*��	�
=������q��0�
����������
����������+����6Vr}(�t���X�����"#�0�!.fr}
�t�B�l*X�����"#�0�!.<r}�=t#c!l�X�����"#�0�7HRr}��t1I:l*X�����"#�0�)%

� O � �����,48$.� O ����'-����B
32

Wa������$(��'(���*� �ef N
8

%&�8��������� '(���e���+�������"������BU�������8� O $(���������2� ���8�m����WY� � O �t!,�,'(�2�"!
� � ���-�MZ��,'.:�_��CE n � '��������8�938�"!�� �����2B[��!)��� O �"R(�V����!b���,������� '.�"�����z���A���

MEDS = 40 · N B[��� '(���
N���t��!d��� O �"R(�o���6!*�L����� O �Q���_�"' N !,�������2Er�s�L��� O %�!��Xw ���(� �p����! O k��������oG_] ��� 'x$�'p�M��������� '.�"�����o���

���M%=� '(��'(���*�"!����)� O � �����,48$.� �(� �)����%=��'(���m���b!*��WY� � O �F��'vl�$(�e���e� ����$.�"!,������'v!*� �d��� ������!*� ����� '(���2E(iJ$�'(l�$(�
��'L!*�A���hu('�������/ 'o���7G_] � GH�"!,!*�"��: � �r���F%���� %&� '�4��6��� '(�-�����������(� �e!*� �m��� ������!*� ����� '(���+����$�ST� �(� �2B#����48y�'
� � ���-�MZ��,'.:�_���$�'H'(� ��� P !��7�"j(� �����A��'L��� O %�!��Xw ���(� �L���)%&�8��� P !,�7��������� O %�!�� O ��'���� O ���M�*�"'-���F$�' P �"'(���
���0u(!,�����8�9������$������,3��8�A���_$�'���/ !���%&� !���E[�D!b'-y O �����`��� O $�!,���,%�!,���2� ����� '.���6���2�"!����A%=� �A�,������� ����/ ' ��� '
�������;y�!,��� O � O k�������� � � �-���MZ��,'.:�_��[�������A�"!,����������� �F���

6 ·MEDS
Bs��� '(���

MEDS
���+��!r��� O �"R(�_����!

�M��������� '.�"�����V�?m�=E��D' '�$(���������`�2� ����B[��!b'-y O �����`��� O $�!,���,%�!,���2� ����� '(���6%&� �A�,������� ����/ ' l�$(���(�
240N

B
��� P �����t�"!s�2�"� N �������J��� O %�!��XwX�;����!s�M��������� '.�"�����t�?m�A���hu('�������E

�D! O �-����!*� ���V��� ' $�'��M��������� '.�"����� � ] ���0����%���������'-���`��' !*�Lu(48$���� �ME �2<ME[iJj(� ���MB��o�M�5WY������'(���*�
����!��M��������� '.�"�����L�?m�=B^!*� �+�����"'(��������� '(���+Wa$(���������F'(�H���9���M����� ��'V��'o!*� �F%���� O ����� �F�,������� ����� '(���2B�fQ%=�����
�6��!,!��6'(�v���;� P ������38�A!*�v�"%.�"��������/ '`���;�M������� ������/ '����;%����h>@�����v%=� �+�hWY���h���v����! O �-����!*� ����Esid��� OtN �2B#��!
�����"'(���,��� ��������� O ������!*�Q��� ' O �2f\� �t���(� �����,��$(�p�_%.�"�����,�t���6$�'z'�y O ����� O ��'(� �t��� N ��� O �8�2Er������Q���
��� P �8B#%����,'(���,%.�"! O ��'����8B^�6l�$(�F'(�v��� 'L'(���������"�����8� N ��� O �8�m%.�"���6��� O %=��'(���"��!��8�m������� �����m�,'������*�"!����2Es�D'
�������m���M%&����� O ��'�����B=���ej=�F� O %�!�� O ��'-��� ���t$�'.�;��������� O %&�8��������/ ' � ]x��� 'vu(!,�����8�)����?e�"$ P ����j������)��� ��E
�����hu.������'-�����efv%����"Wa$�'(���,�.� �L���F��������� O %=�8��������/ '

P = 4
E n � 'L�������+38�"!�� �2B&��!���� O �"R(�6����!D�M��������� '.�"�����

���d���
MWP = 4 ·N B�fA��!#'-y O ����� OtN �M� O �;��� O $�!,���,%�!,���2� ����� '(���)���2�"!���� OtN �M� O �7%&� �d�,������� ����/ '_���J���

3
2N

E
]D�"��������!�/ 48�����t��� O %.�"���"�b��! O �-����!*� ���t� P ����'������9��� 'H� O�P �8�J�M��������� '.�"�����8�2B=��'0��!^����'��������t������� O >

%���� P �"�;��$ N !d���A��!,!��8�7��� '-3�����4\� OtN �F� N %����(� O ��'����8Er]��"���H�������9%���� %&/8���,���L���9�,'(��!,$�f\�A!*�0u(48$���� �ME ���8B
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��� '(���F��������%���������'-���9��!D������� �e��$.� �M� N ������� O ���M���L}aGL�-�dB+2 �"��� C� ���:���
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〈ek(i)[n], w{s,p,r}[n]〉 =
N−1
∑

n=0

1√
N
ej
2πk(i)
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nw{s,p,r}[n] =
1√
N
W ∗

{s,p,r}[k(i)]
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〈e∗k(i)[n], w{s,p,r}[n]〉 =
N−1
∑

n=0

1√
N
e−j

2πk(i)
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nw{s,p,r}[n] =
1√
N
W{s,p,r}[k(i)]
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Tonal - noise transition
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