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RESUMEN

Se presenta una sintesis critica de los procedimientos utilizados en la
estimacién de funciones frontera con especial atencién a la estimacién maxi-
moverosimil de estos modelos. Adicionalmente, se facilitan sugerencias para
seleccionar la especificacién apropiada y el método de estimacién més conve-
niente en el trabajo aplicado. Asimismo, se apuntan objetivos para investiga-
ciones futuras.
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trictas; estimacién por minimos cuadrados corregidos; estimacién maximo-
verosimil. '

1. INTRODUCCION

Desde el trabajo pionero de Farrell (1957), parece evidente que el procedimiento ade-
cuado para analizar y cuantificar la eficiencia de un grupo de empresas dentro de un sector
econémico, o diferencias de eficiencia interindustriales, consiste en especificar y estimar
una frontera de produccién. Frontera que representa el concepto microeconémico de
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funcién de produccién, como expresion del méximo producto alcanzable a partir de una
combinacién de inputs, en el estado actual del conocimiento técnico.

Dada la relatividad del concepto de eficiencia y su entidad esencialmente cuantitativa,
tanto la especificacién de la frontera y las técnicas utilizadas en su estimacién, como la
propia definicién de las medidas de eficiencia modifican, en gran manera, el contenido
empirico de dicha magnitud econémica.

En este contexto, el trabajo econométrico adquiere una especial relevancia para el
andlisis de la eficiencia productiva. Como prueba, podemos constatar que ha sido el ritmo
de la investigacién econométrica el que ha marcado, en estos dltimos veinticinco anos, la
pauta del desarrollo de los estudios en este terreno.

Los modelos de frontera se caracterizan por la asimetrfa que presenta el término de
error de la relacién. Es en este rasgo estadistico donde puede encontrarse la explicacién de
la notable supervivencia de las funciones «medias» o «ajustadas» de produccién, a pesar de
su evidente contradiccion con los criterios tedricos. El impulso recibido por los trabajos
sobre funciones frontera, a partir de los progresos realizados en el tratamiento econométri-
co de relaciones especificadas con términos de error no normales, parece confirmar dicho
supuesto.

Esta asimetrfa de la distribucién sugiere que se podrdn obtener notables ganancias de
eficiencia si se utilizan métodos maximoverosfmiles (MV) en lugar de minimocuadraticos
en la estimacion de las fronteras de produccién. Junto a esto, conviene advertir la ausencia
de un enfoque unificado en la especificacién de fronteras: frente a las ventajas estadisticas
de las fronteras estocasticas, introducidas por Aigner-Lovell-Schmidt (1977) y Meeusen-
Van den Broeck (1977), aunque los elementos bésicos se encuentren ya en Aigner-Ame-
miya, Poirier (1976), las fronteras estrictas, Aigner-Chu (1968), Afriat (1972), presentan su
fidelidad microeconémica. El debate entre ambas alternativas continiia en la actualidad.

El presente articulo tiene como primera finalidad realizar una sintesis critica de los
diferentes procedimientos empleados en la estimacién de funciones frontera. Parece re-
dundante el anadir nuevas razones que justifiquen el mayor esfuerzo dedicado a los méto-
dos MV. Adicionalmente, se incorporan algunas sugerencias, como materiales a utilizar,
en el trabajo aplicado, en la seleccién de la especificacién apropiada y del método de
estimacién oportuno. Asimismo, se apuntan posibles vias para investigaciones futuras.

El esquema del mismo es como sigue: en el apartado 2 se lleva a cabo una brevisima
incursién en el conjunto de posibles especificaciones de funciones frontera, con especial
hincapié en las fronteras paramétricas con modelo estadistico esplicito; a continuacion,
se describe en 3 la estimacion por minimos cuadrados corregidos (COLS), mientras
que los métodos MV se analizan en profundidad en el apartado 4; el apartado 5 se destina
a las conclusiones alcanzadas.
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2. ESPECIFICACION DE MODELOS DE FRONTERA

En este apartado se realiza un rapido recorrido por las distintas formas de modelizar.
una frontera de produccién. En él se explican brevemente las caracteristicas de estos
modelos, asf como sus ventajas e inconvenientes; esta descripcién servira de base para el
anélisis en los apartados siguientes de los procedimientos de estimacién empleados en este
tipo de modelos, estudio que constituye el objetivo prioritario de este trabajo.

Las diversas especificaciones de fronteras de produccién que se encuentran en la litera-
tura pueden sistematizarse en dos grandes bloques: en primer lugar, la aportacién de
Farrell y sus «discipulos», grupo en el que englobamos aquellos autores que han
empleado fronteras deterministas sin una especificacién paramétrica de la frontera de
produccién; en segundo lugar, las contribuciones de la pléyade de economistas que, situa-
dos en el espiritu de Farrell, han construido fronteras cuyas caracteristicas han sido especi-
ficadas en forma de funcién paramétrica.

Los intentos de establecer una tipologia de los modelos paramétricos son abundantes
en la literatura y, entre ellos, merecen destacarse los trabajos de Forsund-Lovell-Schmidt
(1980) y Kopp (1981). El cuadro 1 recoge una sistematizacién de las posibles especificacio-
nes realizada conforme a los siguientes criterios:

i) adaptacién al concepto microeconémico de funcién de produccién;
ii) especificaciéon de un modelo estadistico explicito;
iii) especificacion del componente sistematico de la frontera;

iv) especificacién del componente aleatorio de la frontera.

Una mera observacién del cuadro 1 nos muestra que los modelos paramétricos pueden
clasificarse, segin que su adaptacién sea o no completa al concepto microeconémico de
funcién de produccién, en dos categorfas diferentes: fronteras estrictas y fronteras
estocé4sticas !.

Las fronteras estrictas se caracterizan por ser modelos causales edificados sobre la
hipétesis de que el proceso de produccién en la empresa es de naturaleza determinista.
Son modelos deterministas en el sentido de que todas las empresas de la muestra observa-
da comparten una familia comin de fronteras de produccién, coste y beneficio, y, en
consecuencia, todas las variaciones observadas en el resultado de una empresa se atribuyen

! Dado que hemos centrado nuestra atencién en el problema de la estimacién, no consideraremos
en esta breve revisién ni los modelos de Farrell y sus «discfpulos», ni los modelos paramétricos sin un
modelo estadfstico explicito, ya que éstos no pueden ser «estimados» en un sentido estricto del
término. Un estudio en profundidad de estos modelos puede verse en Muro (1980).
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a ineficiencia con respecto a la familia comin de fronteras. Las fronteras estrictas repre-
sentan fielmente el contenido teérico de una funcién microeconémica de produccién. La
imposibilidad de que las observaciones superen el maximo representado por la frontera de
produccién queda reflejado en estos modelos en la forma de la distribuci6n del término de
error. Este se especifica como una perturbacién aleatoria de una sola cola.

CUADRO |

ESPECIFICACION DE LA FRONTERA DE PRODUCCION (modelos paramétricos)

Adaptacién Especificacién Especificacion Especificacion
teorfa econémica modelo estadfstico componente sistemético componentealeatorio
Dualidad Flexibilidad
Fronteras estrictas No existe modelo
estadfstico
explicito
Existe modelo Funcién de St Seminormal,
estadistico produccién No exponencial,
explicito Funci6én de St gamma
coste No
Fronteras Existe modelo Funcién de Sf Normal +
estocésticas estadfstico produccién No seminormal,
explicito Funcién de Sf exponencial
coste No gamma

Las fronteras estocasticas no sostienen la naturaleza estrictamente determinista del
proceso productivo. La existencia de un conjunto de factores que escapan al control de
la empresa justifica el rechazo de una postura determinista a ultranza. Entre los factores
que no se valoran como constitutivos de ineficiencia se encuentran:

i) aquellos situados completamente al margen del control de la empresa: restric-
ciones en el suministro de factores, elementos meteoroldgicos, etc.;

ii) el llamado ruido estadistico: errores de medida (que se supone ocurren en la
variable dependiente), errores de especificacion en la relacién formulada (aun-
que las variables afectadas sean individualmente irrelevantes).

En estos modelos, la frontera puede variar aleatoriamente para las empresas inclui-
das en la muestra, que, por consiguiente, no tienen por qué compartir necesariamente
una familia comin de fronteras. Una empresa sera o no eficiente en relacion con su
propia frontera y no con respecto a una comin que represente la norma de la muestra.
Los supuestos establecidos se plasman en la especificacion del componente aleatorio de
la frontera como suma de dos perturbaciones aleatorias independientes; la primera de
ellas, de caracter simétrico, recoge los elementos no constitutivos de ineficiencia; la
segunda, de una sola cola, recoge los efectos de la ineficiencia.
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Tanto las fronteras estrictas como las estocasticas presentan indudables ventajas
junto a importantes inconvenientes. Esta situacién favorece la existencia de una polé-
mica que, iniciada con los articulos de Aigner-Lovell-Schmidt (1977) y Meeusen-Van den
Broeck (1977), continia en nuestros dias 2.

Las fronteras estrictas, por una parte. representan fielmente el concepto tedrico de
funcion de produccion, ya que no admiten que ninguna observacion pueda superar la
frontera. Asimismo, permiten la cuantificacion de medidas de eficiencia individuales
para todas las empresas de la muestra. Por el contrario, estas fronteras dan muestras de
debilidad. tanto desde el punto de vista conceptual --debate sobre la causalidad o no de
la frontera de produccion (factores incontrolables)-—, como desde el punto de vista
estadistico —inexistencia de errores de observacion, disefio del término de error del
modelo por conveniencias exclusivamente estadisticas.

Por otra parte, las fronteras estocasticas matizan las restricciones tedricas de la
microeconomia a través del reconocimiento de causas que no constituyen ineficiencia.
Asi, algunas observaciones pueden' superar la frontera de produccion. Estas fronteras
presentan un indudable atractivo econométrico por su buen comportamiento estadistico;
atractivo que se ve empanado, en cierta manera, por el problema de la descomposicion
de los residuos individuales en sus dos componentes: ineficiencia y ruido estadistico, lo
que lleva a la estimacién de una cierta «eficiencia media» de la muestra, en lugar de
eficiencias individuales 3.

En general, los modelos paramétricos forman un ejemplo excelente de especifica-
cion y estimacion de modelos estadisticos en los que los errores se distribuyen con
distribuciones distintas de la normal. La especificacion del componente aleatorio de
estos modelos, la obtencidon de estimadores y la deducciéon de sus propiedades son los
objetivos en los que se centra la investigacion econométrica en este campo, Yy a su
analisis se dedican los apartados siguientes.

2 La definicion de las medidas de eficiencia apropiadas y la especificaciéon del componente
sistematico de la frontera (utilizacion de la dualidad y de formas funcionales flexibles) son también,
como ya hemos senalado. elementos de dicha polémica que, sin embargo, quedan fuera del
objetivo del presente articulo.

* En un articulo reciente, Jondrow y otros (1982) han sugerido un procedimiento para separar
ambos componentes basado en el calculo de la distribucion del término de error asimétrico,
condicional a los valores tomados por los residuos individuales totales. El método presenta ciertos
inconvenientes: inconcrecion (moda, esperanza) de la medida de ineficiencia, dificil interpretacion
econdmica de los resultados, extrana coincidencia entre el ranking de los residuos individuales y
las medidas de ineficiencia.
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3. ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS CORREGIDOS (COLS)

La posibilidad de estimar las fronteras de produccion por el método de minimos
cuadrados corregidos (COLS) fue apuntada, en primer lugar, por Richmond (1974) en el
contexto de un modelo de frontera estricta. Aigner-Lovell-Schmidt (1977), Schmidt-Lovell
(1979) han aplicado, entre otros, este procedimiento a las fronteras estocasticas, mientras
que Greene (1980a) ha hecho lo propio para el supuesto de fronteras estrictas.

El método COLS se fundamenta en la estimacion minimocuadratica de los parame-
tros de la frontera de produccion, a excepcion del término independiente, y en la
correccion de dicho término independiente a partir de la manipulacién de los momentos
de los residuos minimocuadraticos. Las estimaciones obtenidas son consistentes.

Un modelo de frontera de producciéon puede formularse como
vy, =B'X, +n, t=1,2,...T [

donde y, representa el producto o coste total de la observacion r; X, es el vector (k x 1)
de datos de las variables explicativas: factores de produccién o precios, respectiva-
mente, de dicha observacion; B, el vector (k x 1) de parametros de la frontera; n,, la
correspondiente perturbacion aleatoria, y T, el tamafio de la muestra.

La parte sistematica (0 exacta) del modelo facilita el valor maximo de y, para un
vector dado X,. La esperanza matematica del término de error del modelo es distinta de
cero, ya que éste recoge tanto los efectos de los factores que escapan del control de la
empresa, que pueden considerarse de media nula, como la ineficiencia productiva *. Las
perturbaciones representativas de la ineficiencia seran siempre del mismo signo, positi-
vas, en el caso de funciones de coste; negativas, en el caso de funciones de produccién
(en lo que sigue, nos referiremos exclusivamente a funciones de coste, por lo que los
términos de error representativos de ineficiencia seran considerados positivos. En el
supuesto de que la estructura productiva fuera modelizada por medio de funciones de
produccion, los razonamientos serian idénticos, pero con perturbaciones negativas).

Si suponemos que las n, se distribuyen idéntica e independientemente para todo ¢ y,
adicionalmente, la independencia entre n,, X, (admitiendo, por ejemplo, los supuestos

4 En esta formulacién del modelo de frontera estan incluidas las fronteras estrictas y las
estocasticas. La diferencia radicara en la especificacion del término de error n:.

Para las fronteras estrictas, n, = u,, u, = 0, donde u, se especificaria como una distribucién de
una sola cola.

Para las fronteras estocasticas n, = 1, + v,, 4, 2 0, donde n, es la suma de dos términos

aleatorios, uno, analogo al anterior, con distribucion de una cola y, el otro, simétrico con media
nula.
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de Zellner-Kmenta-Dreze, 1966), el modelo especificado en [1) cumple todas las hipo-
tesis del modelo de regresion lineal clasico, excepto en lo que concierne a la esperanza
de las perturbaciones aleatorias que no es nula (llamaremos p a esta esperanza). Ya que
el modelo contiene un término independiente es facil demostrar que la estimacion
minimocuadratica del mismo proporciona un estimador insesgado y consistente del
conjunto de parametros de B. a excepcion del término independiente. El error estandar
de estas estimaciones puede calcularse por los procedimientos convencionales y, asi-
mismo, puede mantenerse la normalidad asintética de los estimadores.

El unico parametro de [1] que no puede ser consistentemente estimado por minimos
cuadrados es el término independiente. Una transformacion apropiada de [1].

Yo =By + 0 +B¥XF + (0, — p) t=12 ...T (2]

nos indica que. sin embargo, podriamos obtener una estimacion consistente del nuevo
término independiente B, + H.

El método COLS ofrece una solucién a este problema (otra posibilidad seria no
tomar en consideracion el término independiente, debido a su poca importancia en el
andlisis econométrico). Podemos obtener una estimacion consistente de p y «corregir»
con ella la estimacién minimocuadratica del término independiente. Esta estimacion
consistente de p se obtiene a partir de los momentos de los residuos minimocuadraticos.

La eleccion de los momentos de los residuos minimocuadraticos que resultan conve-
nientes para la estimacion consistente de p depende, en el caso general, de la distribu-
cion del término de error de la frontera. Este hecho, como sefalan F¢rsund-Lovell-
Schmidt (1980). supone uno de los inconvenientes del método COLS. Especificaciones
distintas del componente aleatorio produciran correcciones distintas en el término inde-
pendiente de [2] *. Podemos esperar que en el caso de que la funciéon de densidad de la
perturbacion aleatoria sea funcion de un parametro, la correccién pueda realizarse a
partir de una transformacion de s?; si la distribucion contiene mas de un parametro, la
correccion se podra efectuar calculando los momentos centrales de orden conveniente
de dicha distribucion ®.

¢ Los origenes del método, como antes hemos sefalado, se encuentran en Richmond (1974).
Este examina un modelo en el que la media y la variancia del término de error son iguales a p. De
ahi, la variancia residual minimocuadratica 52, que es consistente para o2 en el caso general, es
consistente para p. Por consiguiente, B, — s’ es una estimacion consistente de B,.

¢ Para fronteras estocasticas y bajo el supuesto de distribuciéon de la ineficiencia como una
normal truncada, Olson-Schmidt-Waldman (1980) han detectado algunas dificultades en la aplica-
ciéon del método COLS. Lo que ellos denominan fallos del tipo 1 y 2, que se presentan cuando las
variancias de los dos componentes de n, son negativas, lo que puede suceder en ciertas ocasiones.
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Otra de las dificultades que plantea la estimacion COLS de fronteras de produccion
es la presencia de algunos residuos con signo erréneo (negativo para funciones de coste,
positivo para funciones de produccion), aun en modelos de frontera estricta. Este
resultado no es incompatible con la especificacion de n, como perturbacidn aleatoria de
una sola cola, ya que cada residuo es funcién de todas las perturbaciones aleatorias y
de todos los datos. Esta dificultad es relevante, debido a que el calculo de medidas de
eficiencia descansa en la uniformidad de los signos de los residuos.

Greene (1980a) ha demostrado que un procedimiento para eliminar esta contrariedad
puede ser el estimar la frontera por minimos cuadrados y «corregir» el t¢rmino inde-
pendiente resultante mediante su desplazamiento hasta que todos los residuos resulten
ser del mismo signo, y al menos uno de ellos sea nulo. Este método de correccion
produce estimaciones consistentes de B, y, ademas, no se ve alterado por el problema
de las distintas correcciones motivadas por las diversas especificaciones del término de
error de la frontera.

En sintesis, el método COLS produce estimaciones consistentes del conjunto de los
parametros de la frontera de produccion, estas estimaciones no son asintéticamente
eficientes. La correccidon de la estimacion minimocuadratica del término independiente
puede llevarse a cabo por dos procedimientos. El primero de ellos incorpora la informa-
cion contenida en la forma de la distribucion de la ineficiencia, por lo que ocasiona
estimaciones diferentes, segin las hipdtesis establecidas por la estructura de dicha
ineficiencia. El segundo no introduce ninguna informacion adicional a la suministrada
por la muestra y, aunque disminuye las dificultades de estimacion, desaprovecha esta-
disticamente la asimetria del término de error, caracteristica esencial de estos modelos
de frontera. Olson-Schmidt-Waldman (1980) han estudiado las propiedades exactas de
estos estimadores, utilizando métodos de Monte Carlo.

4. ESTIMACION MAXIMOVEROSIMIL DE FUNCIONES FRONTERA

Como hemos indicado anteriormente, los modelos paramétricos de funciones fron-
tera resultan ser un ejemplo caracteristico de especificacion y estimacion de modelos
econométricos cuyos términos de error se distribuyen asimétricamente. Es esta asime-
tria de la distribucion de las perturbaciones aleatorias lo que hace suponer que las
ganancias de eficiencia que pudieran derivarse, en general, de una estimacion MV sean
notables en este tipo de modelos. La magnitud de los beneficios conseguidos estara en
razén directa de la asimetria de la distribucion.

El método MV parece ser, por tanto, el mas apropiado para la estimacion de
funciones frontera, y a él dedicaremos un estudio detallado. Comenzaremos por un
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analisis de la estimacion MV de las fronteras estocasticas para continuar con un estudio
analogo de las fronteras estrictas.

4.1. ESTIMACION MV DE FRONTERAS ESTOCASTICAS

La estimacion MV de modelos de frontera estocastica depende, como en todos los
casos, de la forma particular de la distribucion del componente aleatorio de la frontera.
Una vez especificado dicho componente, el cumplimiento de las condiciones de regula-
ridad usuales garantiza que los estimadores maximoverosimiles (MVE) obtenidos pre-
sentan las propiedades asintOticas conocidas.

Un modelo de frontera estocastica puede formularse a partir de [1] si especificamos
n, como

N, = u, + v, =12, ...T (31

la suma de dos perturbaciones aleatorias; la primera de ellas, «,. representa los errores
de medida y los factores situados al margen del control de la empresa y tiene una
distribuciéon simétrica; la segunda, v,, representa la ineficiencia de las empresas y tiene
una distribucion de una sola cola. Ambas perturbaciones se distribuyen idéntica e
independientemente (iid) para todo .

La frontera estocastica B'X, + u«,, puede variar entre las empresas del sector
considerado o, para una misma empresa, a lo largo del tiempo; la condicién de que v,
tenga una distribucion de una sola cola garantiza que las observaciones se coloquen a
un solo lado de la frontera estocastica.

Utilizaremos dos especificaciones alternativas de n,, Stevenson (1980); en primer
lugar supondremos que se distribuye como la suma de una variable aleatoria normal y
una normal truncada (de moda p) y, a continuacion, especificaremos el término de error
como la suma de una variable normal y otra con funciéon de densidad de probabilidad
gamma.

1) Especificacion normal-normal truncada
En este caso, en [1}), n, esn, = «, + v, donde
u, ~ N(0, 6) v, = vy v¥ ~ N, o)

p puede tomar cualquier valor positivo, negativo o nulo. El modelo difiere del modelo
de regresion lineal clasico en la asimetria del término de error. Parap = 0, la especifi-
cacion es la propuesta por Aigner-Lovell-Schmidt (1977).
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La funcion de densidad de probabilidad de n: es

s, = :/of*(i"——-—“-)n ~ F*(~p/o,)]""! [1 - F* (— LI M-)]- 4)
(o] CA (o]

donde 6’ = 6} + 62, A = 0,/0,:/*(.). F*(.) representan, respectivamente, la funcion de
densidad de probabilidad y la de distribucién de la variable aleatoria normal estandar.
El parametro A puede interpretarse como un indice de la importancia relativa de las dos
fuentes de error en el modelo, causas exégenas e ineficiencia. Cuando A? tiende a cero,
el error simétrico (elementos que escapan del control empresarial) domina el comporta-
miento de n,; cuando A? se hace muy grande, el error de una sola cola (ineficiencia) es
el elemento decisivo en el error total (para mayores detalles, ver el apéndice A.1). El
parametro p representa, en cierta manera, la forma de la estructura de ineficiencia de la
muestra.

Para una muestra de T observaciones, los MVE se obtendran resolviendo las
llamadas ecuaciones de verosimilitud. Unas faciles, aunque complejas, operaciones nos
llevan a una exprexion del MVE de la variancia como

) A nAiz+2) ) A f3 -1
ol = M, ~-m+ — > M, - T+ — 5
[Z"' A4 Z ! oo\unzu—F;) Bl

conde
"I, = .V, - ﬁ,xy
[y = S*Vo(=p/k = n)))
Fy = F*[1/o(-p/A — n )]

Si llamamos X a la matriz de datos usual, de dimensién T X k, Y al vector cuyos
elementos son iguales ay, — p, I' al vector T X 1 con elementos
.
y, = 2
! 1 - Fj

d al factor f*/(1 — E*), donde

]

fH-p/c@ 1+ DY
F*[-p/o("2 + DV

"
F *

1

las ecuaciones de verosimilitud pueden expresarse como

1/63(X'Y — X'XB) = A/oXT =0 (6]
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1/on'T' — 1/ou/A%'T + Tu/orh*"2 + 1)V = 0 n
-T/20% + 1/20*n'n + 1/26(=An'T — p/Ai'T) + Tu/26°A"% + 1)25 = 0 (8]
/6% (Y — XB) + 1/Aci'T — T/o "2 + V% = 0 (9]

donde n es el vector de las n, e i un vector con todos sus elementos iguales a la unidad.

Si premultiplicamos [6] por o(X’X)~! queda
B=b-ioXX)'XT (10]

donde b = (X'X)"!X'Y es el estimador por minimos cuadrados corregidos. Es conve-
niente recalcar que I' no es independiente de B. El estimador maximoverosimil puede
expresarse, por tanto, como la correccion del de minimos cuadrados corregidos por la
regresion de Ao I’ sobre X. Asimismo, podemos comprobar que la estimacion de B no es
independiente de la A, o.

1) Especificacion normal-gamma

En este caso en (1] n, esn, = w, + v,, donde «, ~ N(©, ). v, ~ G(n, 1), se
distribuyen como una variable aleatoria normal y una gamma.

La funcidon de densidad de probabilidad de n: es

Jin,) = [6)7A"/T(n)(2n) V2] exp (1/2h%62 — ikn,)

J' ¢ — @)V exp (= 1/20)dr (1

w

donde, r = 1/0,00;, — n, + Aol); ® = Ao, —NJo,ix > 0.n > 0. Paran=1, la
funcion gamma degenera en una funcidn exponencial y la variable aleatoria n, se
distribuye como la suma de una normal y una exponencial. Esta ultima especificacion
coincide con la presentada por Aigner-Lovell-Schmidt (1977) y Meeusen-Van den
Broeck (1977).

La especificacion normal-gamma del término de error del modelo presenta la dificul-
tad adicional de proporcionar funciones de verosimilitud diferentes para los diversos
valores de n. Nos centraremos en el analisis detallado del supuesto n = 1, aunque
razonamientos analogos nos conducirian a los MVE para hipétesis alternativas.

Paran = 1 [11] se hace

S0,) = A exp (1/2h%0}, = An)[1 = F*(Ao, — n,/04)] [12]
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donde recordamos que F*(.) es la funcion de distribucion de una variable normal
estandar.

Para una muestra de T observaciones [12] nos permite obtener el logaritmo nepe-
riano de la funcion de verosimilitud y las ecuaciones de verosimilitud. Para el calculo
necesario resulta conveniente hacer un cambio de parametros en [12], llamando
J =Ao,. El sentido econdmico de este nuevo parametro es relevante en nuestro
analisis, ya que significa la relacion existente entre la variancia de la perturbacion
aleatoria normal y la de la exponencial. En efecto

02 = A0l = var (u)/ var (v)

el nuevo parametro permite valorar, por tanto, la influencia relativa de los factores que
escapan al control de la empresa respecto a la ineficiencia. Como sefialan Meeusen-Van
den Broeck (1977) la relaciéon entre las causas puramente aleatorias y los errores
humanos.

Con el mencionado cambio de parametros, las ecuaciones de verosimilitud se expre-
san en forma matricial, como

r'x =6i'x
T®? + 1/0%) = i'T + 1/0,('Y - i'XB) (13)
To, = 0G'Y - i'XB) - I''(Y - XB)

donde, I es el vector T x | con elementos v, = f3/(1 — F3), fst = f*@® - n,/0,),
F3, = F*(@® - n,/o,), funciones de densidad y de distribucion, respectivamente, de una
variable normal estandar, como previamente hemos senalado; X, Y, las matrices usua-
les de datos, i’ el vector fila con todos sus elementos iguales a uno, B el vector de
parametros y T el tamano de la muestra.

Las ecuaciones segunda y tercera en [13) permiten obtener
0 =[To, + T'(Y — XB))/Gi'Y — i' XB)
6, = ('Y —i"XP/[TO> + 1/8) —i'T) [14)

Para el calculo de los valores del vector de parametros de la frontera de produccion
que maximizan la funcién de verosimilitud disponemos en la actualidad de un conjunto
de algoritmos de optimizacion no lineal, que pueden ser utilizados con un coste relati-
vamente reducido en términos de tiempo de ordenador. Una revision de estos métodos
puede verse en Maddala (1977) o Harvey (1981) ’.

7 La descripcién de los diversos procedimientos de optimizacion escapa del objetivo de este
articulo, y, por ello, remitimos al lector a los manuales citados. Aqui s6lo me detendré en una
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El procedimiento de Davidon-Fletcher-Powell, en alguna de sus variantes, es el
empleado con mayor asiduidad en los trabajos aplicados. Es utilizado, entre otros, en
Aigner-Lovell-Schmidt (1977); Schmidt-Lovell (1979, 1980); Kopp-Smith (1980); Olson-
Schmidt-Waldman (1980) y Stevenson (1980). La alternativa al anterior es el método de
Newton-Raphson, Lee-Tyler (1978), que requiere un mayor tiempo de calculo y. por
ello, no suele utilizarse. El método de Berndt-Hall-Hall-Hausman (1974) es comparable,
como seiala Greene (1982), en términos de tiempo de calculo, al de Newton-Raphson.

Greene (1982) ha sugerido la aplicacion en fronteras estocasticas de un procedi-
miento desarrollo por Fair (1977) para la estimacion del modelo de Tobit *. Al
margen de la reduccién del tiempo de calculo que supone la utilizacién del método de
Fair en la estimacion MV de funciones frontera, la sugerencia tiene la virtud de
replantear una idea ya recogida en Aigner-Lovell-Schmidt (1977): la equivalencia entre
las ecuaciones de verosimilitud derivadas del modelo Tobit y las deducidas de las
fronteras estocasticas, en el supuesto de que el término de error de una cola sea
especificado como una variable normal truncada. Las semejanzas entre ambos proble-
mas, relaciones econométricas con variables dependientes limitadas y funciones fron-
tera, no deben, sin embargo, llevarse demasiado lejos. En este sentido, parece razona-
ble la interpretacion de un modelo de funciones frontera como un modelo de eleccion
cualitativa, en el que la alternativa binaria se produce entre empresas eficientes (indice
de eficiencia igual a uno) y empresas ineficientes (indice de eficiencia igual a cero).
Temas a considerar en este contexto serian: a) el desconocimiento del nimero de
empresas eficientes; b) el desconocimiento incluso de la probabilidad de que una empresa
sea 0 no eficiente. Ambos aspectos son manifestaciones de una cuestion basica en este
tipo de relaciones: la carencia de informacién sobre la estructura de eficiencia del sector
y la imposibilidad de utilizar la informacién muestral para estimarla, sin la introduccién
previa de supuestos exdgenos. Sobre este tema volveremos mas adelante.

14.2. ESTIMACION MV DE FRONTERAS ESTRICTAS

Como se ha establecido anteriormente, la especificacion de fronteras estrictas persi-
gue como objetivo fundamental la armonia de la relacion econométrica a estimar con las
restricciones derivadas de la teoria econdmica. La evaluacion de los estimadores en
este tipo de relaciones se lleva a cabo, no sélo mediante los criterios estadisticos
empleados tradicionalmente en econometria para la seleccion de estimadores, sino que
también se utiliza su conformidad con la teoria econdémica subyacente. Como sefiala

resena de los métodos aplicados con mayor frecuencia en los trabajos empiricos, con una referen-
cia a su publicacion.
* Para un analisis del modelo de Tobit puede verse Amemiya (1973).
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Chu (1978), este criterio, que no suele ser aplicado con la frecuencia que seria de
desear, resulta de gran importancia en el analisis cuantitativo de relaciones econémicas.

Un modelo de frontera estricta puede formularse a partir de [1] si especificamos 1,
como

n, = u, u, 20 [15]

donde la especificacién concreta del término de error del modelo admite numerosas
posibilidades, con la Gnica restriccién de no admitir valores negativos.

El establecimiento de un supuesto particular sobre la distribucion de u, permite la
estimacién MV de la frontera estricta. Los estimadores obtenidos presentarian «en
principio» las buenas propiedades asintéticas conocidas. La asimetria de la distribucion
de 4, hace pensar que se obtendran fuertes ganancias de eficiencia en relacion con la
estimaciéon minimocuadratica.

La aplicacion de este método de estimaciéon a las fronteras estrictas plantea, sin
embargo, mayores dificultades de las previstas. Las condiciones de regularidad exigidas
para la demostracion de las propiedades de consistencia y eficiencia asintética de los
MVE, no se cumplen en su totalidad en este tipo de modelos, hecho que fue observado,
en primer lugar, por Schmidt (1976). En concreto, el rango de la variable dependiente es
funcién de los parametros a estimar, como puede verse facilmente el recorrido de v, es
(B’xn x ).

La observacion anterior no deja de ser incomoda, ya que, en otro orden de cosas,
los estimadores hallados bajo hipétesis plausibles sobre la distribucién de «,, como
pueden ser la normal truncada o la exponencial, presentan un comportamiento funcional
adecuado. El problema planteado consiste, por tanto, en la disponibilidad de unos
estimadores maximoverosimiles aparentemente apropiados, mientras que desconocemos
sus propiedades asintéticas.

Para Schmidt (1976), la cuestién tiene su origen en la propia naturaleza del problema
analizado; en otras palabras, las dificultades encontradas en la estimacién MV no nacen
de la seleccion de una distribucién particular para la especificacion de «,, como pueden
ser la seminormal o la exponencial implicitas en Aigner-Chu (1968), sino que son
intrinsecas a la especificacion del modelo como frontera estricta. Estas afirmaciones
deben ser entendidas., sin embargo, en sus justos términos; si nos movemos en el
contexto de la demostracion tradicional de las propiedades asintéticas de los MVE, el
mantenimiento de las condiciones de regularidad exigidas en dicha prueba imposibilita
la demostracion de las propiedades asintéticas de los MVE en el caso que nos ocupa.
Un enfoque superador de estas dificultades entrafiaba, pues, la revision de las condicio-
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nes de regularidad tradicionales. Greene (1980a), ha realizado esta tarea. Las nuevas
condiciones de regularidad establecidas en su trabajo permiten obtener MVE que
poseen buenas propiedades asintéticas, aun bajo el supuesto de dependencia del rango
de v, respecto a los parametros a estimar. A continuacion, describiremos brevemente su
procedimiento.

Para la modificaciéon de las condiciones de regularidad tradicionales °. Greene
(1980a) parte de un analisis de la influencia de la condicion de rango en la demostracién
de las propiedades asintOticas. Esta independencia se incluye para garantizar el inter-
cambio entre las operaciones de integracion y diferenciacion, que conduce a la prueba
de la anulacidn de la esperanza de las derivadas parciales de primer orden de la funcién
de verosimilitud (vector de scores eficientes) y a la obtencion de la matriz de informa-
cion de los MVE. Si llamamos L = L®: y:) a la funcién de verosimilitud, donde 0 es el
vector de parametros, estos ultimos resultados pueden expresarse como

din L
0

dInL 62InL
Cov|—|=-E|——
a0 3600’

Si suponemos que la funcién de densidad de probabilidad de v, es positiva, continua y
tres veces continuamente diferenciable respecto al vector de parametros en todo el
rango de v,, y para todos los valores del parametro, en un intervalo A que contiene el
verdadero valor del parametro [Greene (1980a), condicion 2 de regularidad]. puede
demostrarse que la condicion de rango es suficiente, pero no necesaria. En este caso,
dicha condicion puede ser sustituida por dos nuevas condiciones de regularidad, que
pueden ser satisfechas por ciertas distribuciones, aunque éstas no cumplan la condicion
de rango. Las nuevas condiciones de regularidad son:

i) que la funcion de densidad de probabilidad se anule en sus puntos extremos;

ii) que las derivadas del primer orden de dicha funcién se anulen asimismo en los
puntos extremos.

De la extension de los resultados anteriores a la estimacion MV de [15] se
derivan dos restricciones que deben ser satisfechas por la distribucién del

 Estas condiciones de regularidad pueden formularse de distintas maneras, formalmente dife-
rentes, pero equivalentes en el fondo, que pueden verse, en otros, entre Wald (1949), Schmidt
(1976). Para mayores detalles en lo que sigue ver Greene (1980a).
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término de error de la frontera estricta, a fin de que los MVE presenten buenas
propiedades asintéticas '°. Estas condiciones de regularidad se concretan en

iii) la anulacion de la funcion de densidad de probabilidad en el punto
u, =0 . f) =0 . [16)
iv) La anulaciéon de la primera derivada de dicha funcién en el mismo punto

S0 =0. (17]

La distribucion gamma es, entre otras, una de las que cumple las condiciones de
regularidad anteriores ''. Adicionalmente, presenta unas propiedades que la hacen es-
pecialmente atractiva para la especificacion de fronteras estrictas. Asi, junto a propor-
cionar MVE con buenas propiedades asintéticas, permite utilizar la informaciéon mues-
tral para estimar la mayor o menor asimetria de la distribucién del término de error del
modelo, lo que significa, en cierta manera, hacer endogena la forma de la estructura de
eficiencia analizada.

Para u, especificado como una gamma, la construccion de la funcién de verosimili-
tud correspondiente, lleva a las siguientes ecuaciones de verosimilitud

TP + 1
AU SR R (18]
Y t
r'e+1
Tiny -|————| + ) Inu,=0 19
[r(P+ 1)J Z ! L19]
|
TYX-P ) — X, =0 (20
T,
dIrm)
donde u, = y, — B'X,.I'm) = ———— . X = T Z X,s Y > 0, P> 1, los parame-
m 1

tros de la distribucion gamma; la ecuacién [20] es una ecuacién vectorial.

Como se sabe. en estas condiciones los MVE, que maximizan (18], [19] v [20], son
consistentes, con distribucion asintotica normal y asintdticamente eficientes.

1 Como se sabe, la demostracion de las propiedades asintSticas de los MVE en los modelos de
regresion se basan en la extension de los resultados obtenidos para muestras aleatorias, por
ejemplo, Cramer. Esta extensién se ha realizado por diversos procedimientos, entre ellos Theil
(1971). Barnett (1976). Amemiya (1973).

"' Otra distribucién que cumple (iii) y (iv) y que puede ofrecer cierto interés es la logaritimico-
normal.
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La asimetria de la distribucion gamma y la posibilidad de estimar el grado de
detformacion de dicha distribucion a partir de la informacion muestral (a través de la
estimacion de P) incorpora a los modelos de frontera estricta la posibilidad de medir las
ganancias de eficiencia conseguidas con la estimacion MV y, asimismo. de anadir nueva
luz al antiguo problema de la comparacion entre funciones medias o «ajustadas» y
funciones frontera. En efecto. valores de P grandes (que implicaran que y sea. aproxi-
madamente, la media de la distribucidn) implicaran una gran simetria de la distribucion
del término de error del modelo, pequenas ganancias de eficiencia de la estimacién
MV.y que la forma de la frontera sea semejante a la de la funcion media, pudiéndose
obtener a partir de ésta dltima mediante un mero desplazamiento (que afectaria al
término independiente de la frontera). Por el contrario. valores de P cercanos al limite
(P = 1) implicaran una gran asimetria del término de error del modelo. funciones
fronteras ampliamente diferentes en forma y situacion de las funciones medias, y
grandes aumentos de eficiencia al emplear estimadores maximoverosimiles.

El andlisis estadistico anterior se plasma en algunas conclusiones relevantes desde el
punto de vista econémico. Las posibilidades que abre la especificacion gamma de una
frontera estricta oscilan entre una gran concentracion de empresas cercanas a la fron-
tera de eficiencia y, por consiguiente, con procesos de produccién proximos al éptimo
en las circunstancias tecnologicas actuales. y una situacion en que el grueso de las
empresas mantienen un notable desfase en relacion con las tecnologias punta del sector
considerado, necesitando un replanteamiento global de su estrategia productiva en aras
de una mejora de su eficiencia.

Los métodos numéricos disponibles para la estimacion MV de lys fronteras estrictas
coinciden con los ya expuestos en 4.1. El conocimiento de los valores esperados de las
derivadas parciales de segundo orden de la funcidn de verosimilitud justifica la utiliza-
cion, en Greene (1980a. 1980b), del método de scoring. En este contexto debe senalarse
que los trabajos aplicados que utilizan fronteras estrictas son escasos; la causa de este
hecho se encuentra en el problema estadistico antes analizado, que no ha encontrado
solucion hasta 1980.

Algunos programas de ordenador facilitan la matriz de variancias y covariancias
asintotica junto a las estimaciones MV del problema planteado. Cuando esto no sea
posible, resulta necesario el calculo de las derivadas parciales de segundo orden de la
funcion de verosimilitud como base para el calculo de los errores estandar asintéticos
de los MVE. Estas derivadas parciales se incluyen en diversos apéndices de ciertos
articulos, para especificaciones particulares del tipo de error; asi, en Aigner-Lovell-
Schmidt (1977) y Schmidt-Lovell (1979). se incluyen para la especificacion normal-
normal truncada, y en Greene (1980b), para la especificacion gamma de una frontera

estricta.
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5. CONCLUSIONES

De la revision critica efectuada merecen destacarse ciertos aspectos relevantes en
relacion con la especificacion y estimacion de funciones frontera que se exponen a
continuacion.

No parecen existir argumentos contundentes, al margen de su mayor o menor -
fidelidad a los criterios emanados de la teoria econOmica. que permitan zanjar la
polémica entre fronteras estrictas y estocasticas. De ambas especificaciones se derivan
resultados estadisticos y, en consecuencia, restricciones en el mapa de eficiencias, que
resultan dificiles de interpretar desde el punto de vista econoémico.

Las dificultades surgidas: anulacion de la funcion de densidad y de su primera
derivada en la frontera, en las fronteras estrictas; indefinicion de medidas, monotonia
entre los errores globales y la ineficiencia, en las estocasticas, por poner algunos
ejemplos, son manifestaciones del problema basico de la carencia de informacion sobre
la estructura de eficiencia del sector y de la practica imposibilidad de utilizar la
informacion muestral para estimarla.

La introduccion de especificaciones gamma y normal truncada de moda distinta de
cero representan, en este terreno. un intento de incorporar la informacién muestral a la
estimacion de la asimetria del término de error. En este sentido, una via de avance
consistiria en la introduccion de una especificacion flexible del término de error asimé-
trico de la frontera. Esta flexibilidad podria concretarse en la asimetria del término y en
la probabilidad asignada en las cercanias de la frontera. La parametrizacion de ambas
caracteristicas permitiria utilizar la informacion muestral en su estimacion.

l.a eleccion entre los métodos alternativos de estimacion, MV y COLS. puede
realizarse en base a criterios estadisticos o utilizando razones de mera conveniencia
practica. Las ganancias de eficiencia que pueden derivarse de una estimacion MV estan
en funcion de la asimetria de la distribucion del término de error de la frontera. Por el
contrario. la estimacion COLS es mas facil de ejecutar, y el examen de los residuos
obtenidos nos dara una mayor informacidn sobre la que llevar a cabo aproximaciones
ulteriores. Las complejidades de calculo. sin embargo. no merecen ser consideradas. en
la actualidad, argumentos suficientes para desechar una estimacién MV.

Finalmente, dada la necesidad de incorporar en los modelos de frontera informacion
relativa a la estructura de eficiencia del conjunto de empresas analizado. no parece
descabellada la sugerencia de utilizar un enfoque bayesiano para la estimacion de
funciones frontera. investigacion que pudiera aportar, probablemente. una nueva luz
para el tratamiento de estos problemas.
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SUMMARY

ESTIMATING PRODUCTION FRONTIERS: SURVEY AND
COMMENTS

A critical survey of the estimating procedures used in production fron-
tiers estimation with special emphasis in maximum-likelihood met-
hods. Additionally, some suggestions are provided so as to improve the
model specification and the selection of the estimation method in applied
work. Finally, some new ways of advance in this topic are outlined.
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