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2. Resumen

En este trabajo se analizan dos herramientas de uso cada vez mas frecuente en la
ensefianza de las matematicas, se trata de CalcMe de Wiris y Geogebra. Estas
aplicaciones que actualmente son gratuitas, estdn orientadas al calculo simbdlico y
permiten cubrir la mayor parte de los aspectos formativos incluidos en el curriculo a
nivel de ESO y Bachillerato. Son dos recursos tecnologicos especialmente Utiles para
calculo, representacion grafica de funciones y geometria tanto en el plano como en el
espacio. Mas que entrar en valoraciones subjetivas sobre cuél de ellas es mejor, lo que
se pretende en el trabajo es mostrar el potencial que tienen como herramientas auxiliares
de apoyo tanto para el educador como para el alumnado. El uso de las TIC en el aula ya
es una realidad que no podemos ignorar, por eso la tarea que nos proponemos es
mostrar que tanto CalcMe como Geogebra estdn en condiciones de ser utilizadas en
clase con garantias para mejorar el aprendizaje y optimizar el tiempo de trabajo en el

aula.

El estudio abarca varias unidades didacticas relacionadas con las funciones y la
geometria tratadas desde 2° a 4° de ESO y 1° de Bachillerato. Las actividades que se
proponen van a ayudar al alumno a asentar contenidos y al mismo tiempo pueden servir

al profesor a la hora de evaluar trabajos.

Palabras clave:

Recursos didacticos, software matematico, CalcMe, Geogebra, lenguaje simbdlico
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3. Introduccién

Cuando en 1944 se construyd ENIAC, la que se considera primera computadora digital,
muy pocos pensarian que la ensefianza y los ordenadores terminarian por acercarse
tanto, sin embargo hoy es una realidad. EI &rea de matemaéticas es probablemente una
de las que mas se pueden beneficiar de las posibilidades de esta tecnologia aunque tal
vez quedaria mas correcto decir, de las aplicaciones informéticas que corren gracias a
esta tecnologia. De las muchas aplicaciones gratuitas orientadas a las matematicas, este

trabajo se centra en dos de las mas conocidas en educacién secundaria.

« Geogebra es una aplicacién software orientada a las matematicas que ha
conseguido gran difusion gracias a la cantidad de trabajos publicados en
internet, se utiliza en los libros de texto (Anaya) sobre todo como referente
tecnoldgico para consolidar el aprendizaje.

« CalcMe es una aplicacion desarrollada por Wiris, basada inicialmente en el
calculo simbdlico que va evolucionando para potenciar su interface grafica. Es
también muy referenciada en los textos sobre todo bajo el nombre de Wiris
(Santillana, SM).

Estas herramientas son adecuadas para cubrir casi todos los contenidos curriculares
como algebra, célculo, geometria, etc. de modo que se ha intentado valorar donde su uso
puede aportar mas valor afiadido respecto a métodos de trabajo tradicionales.

Si Geogebra destaca por su facilidad para trabajar sobre la representacion grafica,
CalcMe podriamos decir que también destaca por su extensa libreria de funciones que
ademas se adaptan a la simbologia matematica que estamos acostumbrados a utilizar
(por ejemplo en la presentacion de sistemas de ecuaciones, definicidn de rectas, limites,
integrales, etc.). Por tanto, durante el desarrollo de las unidades didacticas, trataremos
de usar la herramienta mas adecuada al problema planteado, tratando de acompafiarlo
con representaciones graficas, con la idea de explorar nuevas vias de mejora en el

campo educativo.

4. Objetivo

Teniendo en cuenta que el uso de recursos tecnoldgicos es un aspecto de la ensefianza

recogido en el RD1105/2014, se plantea como objetivo hacer una propuesta que ayude a
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los alumnos a mejorar la comprension de diferentes areas o ramas matematicas. Para
conseguirlo se propone el uso de dos herramientas, CalcMe de Wiris y Geogebra, como
recursos didacticos. Se pretende mostrar de forma practica aquellos aspectos que
favorecen el uso en el aula de estas aplicaciones informaéticas y destacar mediante
actividades, ejercicios o explicaciones, la utilidad de las mismas. Elegimos varios
bloques de contenidos sobre los que desarrollar las unidades didacticas usando
indistintamente Wiris, CalcMe o Geogebra, segun se adapten mejor al escenario
propuesto. Pensemos en el potencial que tienen en temas como geometria para facilitar
la vision espacial y forma de poliedros o para representacion de funciones por ejemplo.
En todo caso supone otro instrumento al alcance de profesores y alumnos que permite
dar a las exposiciones nuevos enfoques y mayor variedad.

Estas herramientas de trabajo, se pueden adaptar a diferentes metodologias de
ensefianza como aprendizaje basado en problemas, aprendizaje cooperativo, aprendizaje
orientado a proyectos 0 métodos expositivos tradicionales. Por otro lado una vez que
los usuarios estan familiarizados con su uso, es adecuada en trabajos individuales pero
también en grupos de dos o tres alumnos para que sean instrumentos que agilicen la

clase en lugar de dificultarla.

5. Descripcidn del trabajo

El trabajo se desglosa en varios bloques, por un lado se explica cémo son los interfaces
de usuario de ambas aplicaciones sin pretender ser demasiado exhaustivos en los
detalles para posteriormente realizar algunos ejercicios practicos que son resueltos
indistintamente con Wiris o Geogebra. Se elijen dos bloques de contenidos,
“Funciones” y “Geometria” sobre los que vamos a desarrollar las unidades didacticas
para 3°y 4° de E.S.O.

En relacion al bloque de funciones, se comienza con la recta definida como punto
pendiente para llegar a la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales y su
representacion grafica.

Respecto al bloque de geometria comenzamos con las semejanzas de tridngulos para
llegar al teorema de la altura y teorema del cateto. Me ha parecido adecuado

encadenarlo con la introduccidn a la trigonometria que se imparte en 4° curso ESO.
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5.1. Puesta en practica en el aula

Esta seccion plantea como introducir en el aula estas herramientas que aunque sencillas,
requieren un aprendizaje y practica para manejarlas. El uso de herramientas
tecnoldgicas en matematicas, esta contemplado en el RD 1105-2014 tanto para ESO
como Bachillerato, por tanto esta mas que justificado trabajar con ellas, mas adn si
suponen una mejora para el aprendizaje. Hay muchos estudios que demuestran que en la
medida en que el profesor acepte, utilice y se sienta comodo en el empleo de
herramientas tecnologicas, las va a usar con mayor garantia de éxito en el aula. En
general los alumnos no van a suponer un problema para aceptar estas novedades ya que
en su mayoria son nativos digitales.
He tratado de considerar diferentes aspectos a tener en cuenta.
« CoOmo trabajar con los alumnos.
o Desde el inicio de curso debe tomarse el uso de estas herramientas como
una actividad mas de clase, no como algo esporadico.
» Clase inicial de introduccion y manejo de CalcMe y Geogebra.
o Los trabajos en el aula de informatica se llevan a cabo en grupos
(dos/tres) para realizar actividades basadas en problemas o proyectos
tecnoldgicos como los planteados en este documento.
» Reserva de un dia al mes para preparacion de proyectos en grupo.
o El trabajo diario del aula debe incluir también resolucion de problemas
basados en las técnicas de Calculo Simbdlico (CAS).
= Simultanear correccion y trabajo con CAS y otros métodos.
« CoOmo evaluar la utilizacion de estas herramientas.
o Con la entrega de actividades planteadas como proyectos en grupo, al
menos uno por bloque.
= Se evaltan conjuntamente con el resto de estandares.
o Correccion de tareas diarias usando CalcMe o Geogebra.
= Laresolucion de ejercicios también es posible paso a paso.
« CoOmo nos autoevaluamos en el uso de estas aplicaciones.
o Mediante encuesta a los alumnos, atendiendo aquellas propuestas que
permitan reforzar aspectos de uso de herramientas tecnologicas.
= Determinar en qué medida las herramientas mejoran el proceso

de aprendizaje para adaptar su uso dinamicamente.
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o En funcidn del grado de alcance de objetivos propuestos en cada bloque
de contenidos.
= Desarrollar al menos un proyecto en cada bloque de contenidos.

6. Conocer y analizar las herramientas

Estas dos aplicaciones han ido evolucionando y en cada version incorporan alguna
mejora que permite que cada vez sean mas intuitivas. No requieren demasiada
formacion para manejarlas a nivel de usuario, ademas disponen de ayuda on-line y
manuales descargables gratuitamente lo cual facilita que tengan una aceptacion cada vez
mayor en el &mbito de la ensefianza, no solo en matematicas sino que también se hacen
cada vez mas adaptaciones a otras materias (Fisica, Quimica, Tecnologia).

Tienen muchas cosas en comun y podriamos decir que cualquiera de ellas va a superar
nuestras necesidades y expectativas. Es importante no dejarnos llevar por las primeras
impresiones sobre cual es mé&s atractiva, facil de usar o es més completa, tal vez si
seguimos ese impulso inicial, diriamos que Geogebra es la eleccién adecuada, sin
embargo con el uso, CalcMe va ganando fuerza y finalmente esta Gltima es la que se
adapta mejor al lenguaje simbdlico al que estamos acostumbrados.

Pero ¢por qué pensar en descartar una de ellas? Seamos practicos y aprovechemos la
suerte de disponer de dos aplicaciones que en ciertos aspectos son complementarias,
mas aln teniendo en cuenta que por el momento ambas son gratuitas y ademas, las dos
cuentan con un gran volumen de ejemplos que podemos descargar de internet.

Como caracteristica coman, diremos que ambas tienen la opcion on-line y la version
instalable o portable. La version instalable, da independencia del acceso a internet que
en muchos casos puede resultar un problema, utiliza los recursos del propio equipo y en
general permite trabajar mas rapido. Por poner algin inconveniente diremos que podria
darse algun problema de compatibilidad con equipos antiguos.

Geogebra nos permite desde su pagina https://www.Geogebra.org/, el acceso a todo el

dosier de soluciones matematicas, incluidas las app. descargables en mdviles.
Encontramos la opcion de “Descargar aplicaciones” que nos permite obtener el software
instalable, Geogebra clasico 6 para trabajo off-line. Si preferimos trabajar sin
instalacion (on-line), elegimos la opcion de “Aplicaciones clasicas — Geogebra

Clasico”. Realmente simple, rapido y facil de iniciar.
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CalcMe de Wiris ofrece la misma alternativa para la version on-line, el acceso es
sencillo con enlaces desde maltiples plataformas como educa.madrid o también desde

su propia web http://www.wiris.net/educa.madrid.org/wiris/es/, www.wiris.com/es/calc,

https://CalcMe.com/. Respecto a la version instalable, conocida como Wiris desktop,

tenemos que decir que Wiris ha discontinuado esta linea desde 2012 finalizando con la
version 2.3.4 que se puede obtener desde diferentes péaginas de descarga gratuita,
https://calculadora-wiris-desktop.programas-gratis.net/ . Para nuestro propdsito,

cualquiera de las opciones es equivalente y de hecho vamos a utilizar ambas durante las
distintas fases del trabajo.

Disponen de ayuda en linea y lo que es mas importante, manuales de usuario con
ejemplos, algo fundamental para aclarar dudas. Aungue son aplicaciones muy intuitivas
y cOn escasos conocimientos previos se puede trabajar con ellas, es fundamental tener al
alcance una buena documentacion que haga de ellas algo méas que simples calculadoras.
A continuacion se indican algunos de los enlaces oficiales donde podemos obtener la

ayuda necesaria para familiarizarnos con ellas.

e http://www.wiris.net/demo/wiris/manual/es/ : donde accedemos a la ayuda
online de Wiris desktop.

e https://docs.wiris.com/en/calc/commands/start#alphabetical_index : lista de
comandos distribuidos por categorias.

e https://docs.wiris.com/es/calc/start : lista de comandos y menus de CalcMe.

e www.wiris.com/en/downloads/files/1625/manual_es.pdf : acceso directo al
documento (.pdf) de manual de usuario para Wiris desktop.

e https://docs.wiris.com/es/calc/menu para la ayuda on-line de CalcMe.

e https://app.Geogebra.org/help/docues.pdf : documento oficial de Geogebra que
describe la aplicacion a nivel de usuario incluyendo lista de comandos.

e https://www.Geogebra.org/m/MgVqGRux : donde podemos consultar la ayuda

on-line de Geogebra.

6.1. Descripcion del entorno de trabajo en CalcMe

Vamos a comenzar describiendo el area de trabajo de CalcMe y Wiris desktop para

después hacer lo mismo en relacion a Geogebra.
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En el caso de Wiris, hay una ligera diferencia en el escritorio de trabajo ofrecido en
CalcMe (version on-line) respecto al que se presenta en Wiris desktop, esto tiene su
explicacion en el hecho de que entre ellas hay seis afios de desfase. Sin embargo es un
aspecto mas estético que de funcionalidad.

Si accedemos desde el explorador (Firefox, Crome, M. Edge) a https://CalcMe.com/a,

se abre la aplicacion como se muestra en la figura 1, con las diferentes areas de trabajo.

c @ @ & nhttpsy//caleme.com/a 90% soe ¥ | Q Busca
CalcMe = < Calc sin titulo ~ Hoja1  + Area de operadores y simbolos
T AN B0 DB E OO0 0 4w
Simbolos
Area de 2 gy
Aritmética ) m2=s oy °
funciones
Polinomios matematicas dibujar(taylor(sen(x),x,0,11)) @  Ho puedo dibujar un objeto
Estadistica ) = x+1
Funciones
dibujar(f(x)) = tablero1 1 I | |
Calculo (2] i NEEE YR /
3
; . 5+2(2-2
% (] [ nam 4( ) = 442 3
) 23 23

[T I C 2

W i

. 5 . fxsen(x)dx = sen(x)—x-cos(x)

A dm A a =x+1
dominio ooa

f ooo ' + t

taylor oon A 2 A d afi
campo_vectorial Area de Area de calculo rea de graficos
curva_integral definiciones + © X

Figura 1.

6.1.1. Descripcion de las areas

Area de funciones matematicas, también llamada meni de comandos, se agrupa en
bloques afines que al desplegarlos nos muestran la lista de comandos accesibles.
También contiene todo el conjunto de simbolos matematicos.

Algunos ejemplos de comandos: factorizar(polinomio), grado(polinomio), funcion
sen(x), resolver(ecuaciones), redondear().

Area de operadores y simbolos, es un modo de acceso rapido a simbolos de uso

frecuente |~ % Ve ™ |

(divisién, potencias, raices) asi como diferentes comandos

e oo eEEs o0 5@ O M

(aproximar, simplificar, factorizar, sustituir,
verificar, generar gréaficas, escribir texto o importar imagenes).
Area de definiciones, nos permite trabajar con variables que podran ser utilizadas en

cualquier momento.
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Area de célculo, es la zona de trabajo principal donde escribiremos los comandos,
ecuaciones y expresiones matematicas a resolver.

Area de graficos, esta en el lado derecho del escritorio y es donde se representan las
gréficas o tableros en dos o tres dimensiones. En la misma sesion podemos tener varios
tableros de forma que sea mas facil la interpretacion de las funciones o comandos.
Barra de menud, donde definimos las caracteristicas de presentacion y almacenamiento
del proyecto (fig. 2). Un detalle que cada vez es més frecuente de estas aplicaciones on-
line es la posibilidad de definir un area de almacenamiento en la nube que facilita poder

compartir los documentos. (por ejemplo google drive).

Ejemplo1 ON: -]

Aritmetica 1 ¢ Polinomios 2 ¢ Funciones 3 ¢ Hojad ¢ Hoja§ ¢ Hoja6 ¢ Hoi2 7

Titulo del ) ) Cljuarclar le— P . e
Desglose del documento en sub-secciones documento
documento gl L |- O aonir

- | B Gcuardar como
Opcionesde

i | W Borrar este documento
almacenamiento

Iil Descargar
Ih Descargar POF

Idiomay ajustes =

L T Ssubir

Figura 2.

6.2.Descripcion y simbologia de CalcMe

En la siguiente seccion pasamos a describir algunos de los simbolos y comandos que

pueden tener cierta relevancia.

6.2.1. Simbolos

Es uno de los aspectos clave de la aplicacién. Para el usuario tiene mucha importancia
conservar la misma simbologia que utiliza cotidianamente cuando escribe en cuaderno o
pizarra. A nivel de ESO o Bachiller parece aconsejable que las aplicaciones se adapten
al usuario en lugar de que sea este el que deba someterse al lenguaje especifico de la
herramienta. Afortunadamente en este punto, Wiris ha conseguido un nivel de
adaptacion a la simbologia matematica creo que por encima del resto de aplicaciones.
Como muestra, indicamos parte de los iconos representativos asi como ejemplos de

expresiones matematicas.

: NUmeros irracionales, variable compleja, infinito y
constantes matematicas.
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€™+ = 0 : La identidad de Euler.

|... m m |||| : Paréntesis, corchetes, llaves, valor absoluto, moédulo.

mcm({2,3,23,5,2,10}) = 40| : Listas de nimeros combinados.
/i i ¥ w|  :Fraccion, raices, potencias, subindices.

3) _of3® . ., .
(—g)+3 [3—\/3)  esw : Combinacién de simbolos en
2-J5 5 5 calculos con operadores variados.

> < > < =# - Simbolos de desigualdades.

|resolver_inecuacion(x2—2x—320) = xg£-1vx=z3 | - Resolucion de inecuaciones.

6.2.2. Aritmética

||_2_3| = 2_3| : Valor absoluto del nimero.
|-23n] = -8 : Redondeo a entero inferior mas cercano.
[-28] = -2| : Redondeo a entero superior mas cercano.
redondear(5.5) = 6 A L.

: Redondeo a entero mas préximo.
redondear(—e) = -3
signo(-2) = -1 .. .. ..

: Devuelve 1 si signo positivo y -1 si signo
signo3.4) = 1 negativo.
aleatorio({1,3,4,5,6,8,9)) = 9|

Genera numero aleatorio de una lista o intervalo.

aleatorio(1,100) = 47 ]
'mem({2,3,4,5,6,10) — 60| : Proporciona el m.c.m de la lista.
| factorizar(mem(3,4,5,6) = 2%-3-5| : Factoriza el nimero obtenido después de

realizar la operacién de m.cm en el paréntesis.

6.2.3. Polinomios

| grado(2x® +3x%2%) = 5| : Proporciona el grado del mayor de los monomios.
|n_terminos[2x3y+3x2z3) = 2| : Devuelve el nimero de términos del polinomio.
\raices(x*+2x-3) = {-3,13| : Da la lista de raices del polinomio.
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|mcd(x®+2x-3x=1) = x—1| :Obtiene el m.c.d de los dos polinomios.

|factorizar(x2+2x—3) = (x—1)-(x+3)| : Descompone el polinomio en factores.

6.2.4. Funciones

Este bloque esté orientado principalmente a las funciones trigonométricas pero también
a las logaritmicas y exponenciales. En general, la herramienta CalcMe no maneja las
propiedades de los logaritmos sino que se limita a hacer célculos, esto es un problema
ya que no ayuda mucho a trabajar en la simplificacion del logaritmo de un producto
como suma de logaritmos por ejemplo. A su favor diremos que casi no hay ninguna
aplicacion que sea capaz de aplicar estas propiedades.

Algunas funciones trigonométricas disponibles en la aplicacién son : sen(), cos(), tan(),

arcsen(), arccos(), arctan(), sec(), cot() asi como las hiperbdlicas.

6.2.5. Calculo

do : Derivada de la funcion del numerador con respecto a la variable del
dd denominador.

2 .. .,
f) = 3x7+5x Definimos la funcion f(x) y
posteriormente calculamos su derivada

40 = gx+s respecto de la variable x.

. dx

[ el Integral indefinida y definida. Segun el caso, tendremos que
J - indicar los limites de integracién asi como la variable
utilizada para la integral.

flx) = 3x’+5x

Definimos la funcion f(x) y

f fx)dx = x3+% x2| posteriormente calculamos su integral
indefinida o definida entre los limites

(-1,1) con respecto a la variable x.

1
Lf(x)dx = 2

im lir li : Limite de una funcién cuando la variable tiende a un
- e "~ | valory cuando la tendencia es por la derecha o por la
izquierda.
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gb) = sen(x) - -
: Definimos la funcién g(x) y calculamos el
) limite de la expresion cuando x tiende a 0.
im 2% = 4
R x—+0 X
I nl : Definicion de funcion a trozos, CalcMe permite la definicion de la
in .y
funcidn en dos trozos.
x x>0
X p—
. Pk {—x x< =1

6.2.6. Algebra lineal

(mnn)

: Representacion de vectores, matrices y determinantes cuya
dimension se determina antes de utilizarlos. Sobre ellos se pueden realizar una serie

de operaciones que describimos seguidamente.

: Producto escalar de vectores, es un escalar suma de los productos de

cada una de las componentes de los vectores. u-v =|u||v|cos &

uo= Doyl : Definimos previamente los dos
vector vy los multipli
V= el ectores u, v y los multiplico
escalarmente.
. (uv) = a-x+b-y+c-z
|<[X’y!z]![a,b!c]> _ a-x+b-y+c-z| Utlllzam0§ el operador sobre los
vectores directamente.
11 : Producto vectorial de dos vectores u, v es un vector cuyo modulo es
uxVv =|u||v|send y su direccion es perpendicular a los dos vectores.
u = [xyz]
v = [p,q/r]
ijk
xyz|=(=z-g+y-n-i+(z-p=x-1)j+(=y-p+x-9)-k
paqr
. uxv = [=q-z+ryp-z-rx,—p-y+q-x]
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|n|| : Norma o modulo de un vector se calcula como la suma de los cuadrados
de cada una de las componentes del vector.

U = [oyzl Si tenemos un vector cuyas componentes son

X, Y, Z, el modulo sera la raiz de la suma de

lul =  Vx®+y?+22

los cuadrados de estas componentes.

: Simbolos que se utilizan para el calculo de la matriz inversa,

transpuesta y para crear una matriz identidad de la dimension

deseada.

dimensiones(matriz), : Par formado por el n° de filas seguido del n° de columnas.

rango(matriz) | : El maximo n° de filas y de columnas linealmente independientes.

1234 Sobre la matriz de dim (3,4), se puede encontrar
n = 1211 . ., .
3541 una columna que es combinacion lineal de las otras
tres que son linealmente independientes.
R rango(n) = 3

angulo(vector,vector)| : Determina el angulo que forman los dos vectores,

puede obtenerse del producto escalar de los mismos.

100 m, y ms representan los vectores de la
m o= 1310 segunda y tercera fila de la matriz.
431 También podemos encontrar el &ngulo
usando el producto escalar.
. angulo(m,,m,) = 0.3757 -V = |U| |V| oS0

Resolver

resolver(ecuaciones)  : Encuentra las soluciones que satisface la ecuacion o el

sistema de ecuaciones.
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resolver(x2+3x+2) _  {{x=-2h{x=—1}}
resolver[[XE +2x+ 1)()( —3)()(2 — 1)) - {x=—1L{x=1L{x =3}
x+y+z=6
resolver Xx+y-2z=0 — {x=1y=2,z=3}
. 2x—y+z=3

resolver numéricamente(ecuaciones) : Encuentra una Unica solucién real de la

ecuacion o del sistema de ecuaciones.

x+y+z=5

X+y—-z=0 — {x=1.y=1.5,z=2.5}

resolver_numeéricamente

2x—y+z=3

resolver inecuacion(ecuaciones : Resuelve inecuaciones o sistemas de

inecuaciones con una sola variable.

resoI\afer_inecuacic')n[["2 55}] - X2 \/E/\X < \/gvx 2 —x/g/\xs —\/5

x222

sustituir(expresion, variable,valor) - Equjvale al simbolo =2/ sustituye la variable

y calcula la expresion.

sustituir(2+x,x,2) _ 6 : Al reemplazar x por 2 en la expresion, se
obtiene 6.

6.3. Descripcion y simbologia de Geogebra

Geogebra es una aplicacién muy depurada en casi todos sus aspectos, tiene muchos
modulos de trabajo incluyendo una hoja de célculo, CAS, calculos de probabilidad y
algunas mas. Otra caracteristica importante es la cantidad de trabajos y desarrollos
publicados en internet que cubren todos los contenidos del curriculo de E.S.O y
Bachillerato. La aplicacion es muy utilizada debido sobre todo a la sencillez para crear

graficos y animaciones con sus deslizadores. Si a todo lo anterior, afiadimos que los
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trabajos se pueden compartir como publicos o mantenerlos privados, tenemos un
producto excelente. Pero esta sencillez conseguida para representar graficas no se ha
cuidado con tanto esmero en el modulo de CAS por lo que resulta méas complicado su
manejo y tampoco la ayuda es especialmente intuitiva.

Es compatible con los navegadores mas comunes (Firefox, Crome, M. Edge) y el acceso

se hace por el enlace https://www.Geogebra.org/classic#cas .

El 4rea de trabajo esta dividida en dos mitades, comandos o lenguaje simbolico (CAS) a
laizquierda y area gréafica a la derecha.
Si nos centramos en lo que es el CAS, la presentacion es como se muestra a

continuacion (fig.3):

1 x>+ 2x+1

Factoriza: (x4 1)?
2 [Input...

Figura 3.

En la parte inferior del area CAS (fig. 4) encontramos el acceso a los simbolos y

operadores que soporta la aplicacion.

123 f(x) ABC aPy
X y z ™ 7 8 9 X +
;2 JE e 4 5 6 + -
< > < 2 1 2 3 = &
( ) | ) 0 . < > «
Figura 4.

El uso de los botones de operacion es el siguiente:

E] Caélculo simbdlico, realiza el calculo exacto de la expresion o simplifica.

24
4

. - b

B Valor numérico, realiza el calculo numérico mas aproximado de la expresion.
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°*** 1 Factorizacion de la expresion.

1 X +2x+1

Factoriza: (x +1)?

() o .
Desarrolla los paréntesis de la expresion.

2(a+b)— (3(a— (b 4)))
2(4a — 2b)
—a+5b—12
~ T 8a—4b

7
L= Sustituye temporalmente en la expresion.

2(a+b)-3(a—(b—4))
2(4a—2b)
Sustituye, a=-1,b=-2: 2(-1 2_(?(__3)(__:; (__(2_})2 —4)

X= ., .
Resuelve la ecuacion en la variable.

x2 -2

Resuelve: {x =—-V2,x= \/f}

X= ., . , -
Resuelve la ecuacion en la variable numéricamente.

x> — 2

ResolucionN: {x = —1.41,x = 1.41}
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7. Propuesta didactica

7.1. Funciones

Complementos informaticos en el aprendizaje de funciones lineales

En el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo
basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato, encontramos en el
area de matematicas el “Bloque 4: Funciones”. Para varios niveles de secundaria (desde
2° ESO) se presentan contenidos relacionados con las ecuaciones y funciones lineales.
Concretamente, en este apartado del proyecto queremos cubrir los contenidos
relacionados con las rectas para llegar hasta la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales. La idea es desarrollar actividades donde podamos incorporar las dos
herramientas que estamos valorando como una alternativa mas de apoyo en el aula. Nos
servimos del entorno grafico y simbolico que ambas aplicaciones nos brindan para ir

encadenando paso a paso los contenidos que nos exige el curriculo.

Para facilitar el manejo de CalcMe a nivel de lenguaje simbdlico y gréafico (CAS),

incluimos una lista de los comandos que usaremos durante el desarrollo de esta unidad.

« punto(x,y) : define las coordenadas de un punto en el plano.

 recta(punto(x,y),punto(x,y)) : determina la recta que pasa por dos puntos.

 perpendiculares(funcion, punto(x,y)) : determina una recta perpendicular que
pasa por el punto indicado.

 escribir(“texto”,punto(x,y),{color=rojo}) : escribe un texto comenzando en el
punto indicado con el color de la opcion.

« pendiente(recta(punto(x,y),punto(x,y))) : da el valor de la pendiente de la recta
indicada por los puntos.

« dibujar(funcion,{opciones}): dibuja en el tablero la funcién indicada segun las
opciones.

 representar(funcion,{opciones}): En caso de funciones lineales es equivalente a
dibujar.

 resolver({funcion / sistema ecuaciones}): Permite obtener el valor de las

variables que satisfacen la ecuacion.
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« sustituir(funcién,variable,valor): resuelve la funcion segun el valor asignado a la

variable.

7.1.1. La recta.

Comenzaremos viendo situaciones de nuestro entorno que dan lugar a lineas rectas: una
hoja de papel doblada por la mitad, la esquina de un edificio, la cuerda de una guitarra,
la linea de horizonte entre el cielo y el mar ...

En las graficas normalmente incluimos los ejes de coordenadas que utilizamos como

lineas de referencia. Aprovechamos alguna fotografia que tengamos para importar
al area grafica de Geogebra. Es un gran acierto incorporar esta funcionalidad en la
aplicacion de cara a que los alumnos puedan trabajar sobre contenidos préximos a la
vida real utilizando herramientas tecnoldgicas. Como ejemplo podemos utilizar esta

imagen de un aeropuerto (fig. 5), sobre ella se pueden trabajar aspectos como trazado de

e . . - - a
rectas paralelas , secantes, medida de angulos que forman las diferentes pistas ,

longitudes \ 0 escalas.

En el caso de CalcMe, la importacién de imagenes solo es posible a nivel del area de

comandos que realmente no aporta demasiado como objetivo didactico.

Figﬁra 5.
A continuacion podriamos iniciar CalcMe para ver algunas caracteristicas que presentan

las rectas (https://CalcMe.com/a), por el momento nos limitamos a trabajar sobre el

plano y por tanto utilizamos la zona grafica

Podemos sefialar algunas propiedades que caracterizan a las rectas sobre la figura 6:
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Sefialamos dos puntos y apuntamos sus coordenadas . Podemos determinar

que dados dos puntos sobre un plano, existe una tnica recta que pasa por ellos.

Si tenemos dos rectas en un plano, se pueden dar las siguientes condiciones:

« Rectas paralelas, las pendientes son iguales y no tienen ningin punto en
coman.

« Rectas secantes son aquellas que tienen un punto comun.

+ Rectas coincidentes tienen todos sus puntos comunes.

ectas
as

4:/}%(

//\ 4 TRERANL 2 s
ar )
Rectas
secantes

®

Rectas

pgrpendiculares

Figura 6.

Si queremos dibujar paralelas o perpendiculares a una recta, podemos seguir la

secuencia siguiente. Partimos de larecta y=-6x+8 de lafigura?7.

b=
I

punto(1,2) peiinir

punto(2,—4) einr

dibujar (A) = tablero1

dibujar(B) = tablero1

dibujar(recta(A,B)) = tablero1
dibujar({perpendiculares(y = —6x+8,punto(1,2))},{color=azul}) = tablero1
escribir("recta perpendicular” ,punto(1,3),{color=azul}) = tablero1
escribir("recta paralela” ,punto(—2, — 2),{color =rojo}) = tablero1
dibujar({paralelas(recta(y = —6x +8),punto(0,0))},{color =rojo}) = tablero1
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recta perpendicular
1

6

T
1
|
1
|
1
1
|
4
4
/
!

recta nar.*lilela
||Iy =

4

—6-x

Figura 7.

El repertorio gréfico de Geogebra es mucho méas amplio pues incluye varios iconos de

acceso a funciones predefinidas que son aplicables al manejo de rectas (perpendicular

—|, mediatriz , bisectriz , paralelas ). Pero igual que ocurre con CalcMe,

lo que se construye desde la vista grafica o algebraica no se refleja como célculo

simbolico, por tanto no se puede utilizar en el CAS. En ambas aplicaciones, la
formulacion simbdlica y repertorio de comandos son similares y en todo caso en las dos
se tiene acceso a la ayuda en linea para resolver las dudas. A modo de comparativa, para

crear las rectas anteriores desde Geogebra, el proceso seria el siguiente (ver fig. 8):

» Calculo Simbdlico (CAS) A | » Vista Grafica
1 f:=Recta((1,2),(2,-4)) 4
® - f:y=—-06x+8

3
oy = -6

g:=Perpendicular((1, 2).f)
, 2
1 11

S Ery=gxt Ty-1/6x+116

4 | M=Recta((0, 0))

® - h:y:_ﬁx -3 -2 -1 o 1 2 3

Figura 8.
Funcion de proporcionalidad directa o funcion lineal

Comenzamos planteando una situacion en la que tenemos un grifo que llena una
cisterna. Si el grifo aporta 1 litro de agua cada minuto, queremos conocer los litros que
tiene la cisterna después de cierto tiempo. Podemos crear una tabla en la que indicamos
por un lado el tiempo y por otro los litros suministrados. Si representamos en una
gréfica los datos de la tabla, poniendo en el eje X (abscisas) el tiempo transcurrido y en
el eje Y (ordenadas) los litros, obtenemos la recta azul.
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Tiempo (minutos) (X) |0 1 2 3 6 X
Volumenagua (I) (Y) |0 1 2 3 6 X

Ahora reducimos el caudal del grifo a la mitad, la tabla resultante daréa la recta verde

Tiempo (minutos) (X) |0 1 2 3 6 X
Volumenagua (I) (Y) [0 05 |1 1,5 3 0,5 x

Por ultimo si triplicasemos el numero de grifos, la nueva tabla se podria representar con

la recta roja.

Tiempo (minutos) (X) |0 1 2 3 6 X
Volumenagua (I) (Y) |0 3 6 9 18 3 X

La representacion grafica del problema mediante CalcMe se muestra en la figura 9.

Trazado de rectas usando CalcMe:

Puntos y funciones :

L1 = {punto(0,0), punto(1,1), punto(2,2)}
L, = {punto(0,0), punto(1, %), punto(2,1)}
L, = {punto(0,0), punto(1,3), punto(2,6)}
f(x) = x

90) =3

h(x) =3 x

dibujar(f(x), {color=azul})

' Figura 9.

escribir(“y=x",punto(2.5,4),{color=azul})
dibujar(g(x), {color=verde})

escribir( ”y=§ x”,punto(4,1.5),{color=verde})
dibujar(h(x), {color=rojo})
escribir(“y=3x",punto(0,4.5),{color=rojo})

Las tres rectas tienen una inclinacion respecto al eje X (horizontal) que llamamos
pendiente (m) y las representamos de forma genérica como
y=m-x

En nuestra grafica las pendientes de las rectas son: m; = 3 (recta roja), m, = 1(recta

1
azul)y ms = 5 (recta verde).
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Los alumnos pueden extraer varias conclusiones sobre estas rectas:
« Todas ellas pasan por el punto (0,0) llamado origen de coordenadas.
» Todas ellas crecen al aumentar el valor de x (m > 0).
« Cuanto mayor es el valor de m mas rapido crecen.
« Se puede averiguar la cantidad de agua del depoésito en cualquier otro momento

que no aparezca en la tabla, basta con utilizar la gréfica.

El siguiente paso seria modificar el enunciado del problema, partiendo de la cisterna

llena de agua, se va vaciando a un ritmo constante de 1 litro cada minuto (azul) o 2
litros cada minuto (rojo) o %Iitro cada minuto (verde). El resultado de las graficas

mostraria que ahora las funciones son rectas en las que el valor de la pendiente m que

multiplica a la variable independiente x es negativo (ver fig. 10).

\\\ y=—=2x
y== A\ 4
dibujar(y = —x,{color=azul}) = tablero1
\ -2
\
dibujar(y = —2x,{color=rojo}) = tablero1
\ dibujar[y == %x,{co\or = verde}) = tablero1

Figura 10.
Finalmente haremos ver que en general la pendiente m se puede obtener de las tablas o
de las gréficas segin se muestra a continuacion.

— Yi7Yo . m = Y2—YVo . — Y37Y2

m ) )
X1—X0 X2—X( X3—X2

Para asentar los conocimientos proponemos algunos ejercicios.

Ejercicio 1.
Se hace un experimento aleatorio lanzando palillos sobre una hoja cuadriculada como se
muestra en la figura 11, indicar la pendiente de los palillos.

(Utilizamos el comando pendiente)
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Figura{ 11.

Ejercicio 2.

Utilizando la herramienta CalcMe, dibuja las rectas que pasen por el origen de

. 2 2
coordenadas y tengan las pendientes: m;=0, my;=4, mg=-3, my= 30 M= —c

Escribe la funcion correspondiente a cada recta en forma explicita y =m x.

(Bastara con utilizar el comando: dibujar(y=mj x))

Ejercicio 3.
Dibuja las rectas que pasan por los siguientes pares de puntos (xiyi) y determina la
pendiente.

r: (1,0), (3,-2) s:(0,0), (-3,-2) t:(2,2), (-1,2) u: (1,0), (3,0)

Utiliza el comando pendiente(recta(punto(xi,y1),punto(X2,y2))) que nos da la pendiente
de la recta que pasa por los puntos (x1,y1), (X2,¥2), para verificar que los resultados son

correctos.

Funcion afin

Proponemos a continuacion la siguiente variacion sobre el problema de llenar una
cisterna. Supongamos que tenemos dos grifos con caudal 1 litro por minuto cada grifo
pero partimos de que el recipiente tiene inicialmente 4 litros de agua. Representar la
grafica.

Configuremos la tabla de tiempo y volumen de agua en la cisterna.

o
[ERN
N
w
(o3}
>

Tiempo (minutos) (X)
Volumenagua (I) (Y) |4 6 8 10 16 2x+4
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Al Representar los puntos en la grafica 12 , tenemos:

m= % — m =2/ Observamos que la pendiente de la recta es :
m = Y1—Yo > m=
X1—X0

Teniendo en cuenta que la ecuacion de la
rectaesdelaforma: y=mx+n, yhade
pasar por el punto (0,4) = 4=2-0+n,

De modo que la ecuacion de la recta es:

y=2-x+4

Desde CalcMe, podemos obtener la ecuacion:

Directamente:

recta(punto(0,4),punto(2,8)) - y=2-x + 4

O también paso a paso:

pendiente(recta(punto(0,4),punto(2,8))) — 2
_‘r’:mI:r+n = 4=m*0 +n
- n=4

y=2x+n — 4=n usando

Figura 12.

La expresion que determina la funcion afin es:

y=m-x+n

Siendo m el valor de la pendiente y n la ordenada en el origen es decir, el valor que

toma la funcion cuando x=0

Clasificacion de las rectas

Segun hemos visto las rectas son:
« Funciones lineales cuando pasan por el origen de coordenadas y su expresion es
y=mXx
« Funciones afines cuando no pasan por el origen de coordenadas y su expresion
es y=mXx+n,siendo m la pendiente.
Podemos hacer también una clasificacion de las rectas segun su pendiente obteniendo la

siguiente gréafica:
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fiy=x
- fry=x
N[y ==X q:y =-2X h:x=0
S m=-1 m=-2 m= e g:y=0
5
AN - g:y=0
AN 4 h:x =0
ty=(-1)/2x AN -
N
N 3 — h:x=
N -~
N - . —
N - p:y=2
S 2 -7
. -7 - p:ry=2x
AN -
N 1 -7 q;y:—zx
AN s
N -
NZ 7 - q:y=-2x
7 6 -5 -4 -3 -2 -1_ 7 1 2 3 ) 5
gy=0 m=0 P N riy=-1x
-7 —1 \\
-7 N - r:y=—X
- N
-7 -2 N 1
_- \\ 5:y=§x
5:y=1/2x.7 s N
-5 ) s 1
- 2 S - siy=g5x
—4 N
~
N oy — l><
-5 MY V=73
m=1 N
A 1
fry=x -6 h - t:y 2x
Figura 13.

A continuacion proponemos algunos ejercicios de consolidacion:

Ejercicio 1.
Los resultados econdémicos de dos empresas durante los altimos afios se reflejan en la
grafica 14. Deduce las ecuaciones de las dos rectas y analiza de seguir asi, ¢Cual de las

dos empresas serd mas rentable dentro de 5 afios? ¢Y dentro de 2 afios?

Figura 14.

Observamos que la recta roja esta definida por los puntos (0,8) y (5,2) de modo que la
pendiente de la recta sera:

- 2—8 6
m= S om=-2
X1—X0 5-0 5
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Paraque larecta y= —g x +n pase por el punto (0,8) ha de cumplirse

8:—§-O+n - n=8

., . . 6
Por tanto la funcion roja seré : y=—; x+ 8

Siguiendo el mismo razonamiento, la recta azul pasa por (0,-1) y (5,6) de modo que su

pendiente sera:

m_6—(—1) . m_7
T 5-0 T 5

Mientras que el valor de n que obtenemos para x =0 sera:

-123 0+n - n=-1
La funcion azul seré : y= g x -1
Por inspeccion podemos confirmar que dentro de 5 afios (x = 5) la grafica azul queda

por encima de la roja y por tanto la empresa azul tendra méas beneficios que la roja.

Sustituyendo en cada funcién para x =5

Empresa roja : y:—§-5+8 - y=2

7
5

Empresaazul : y= 5-1 - y=6

Usando la simbologia de CalcMe, obtenemos las funciones:

Empresa roja: recta(punto(O,S),punto(S,Z)) - y= —g -x+ 8

Empresa azul: recta(punto(0, —1), punto(5,6)) - y = % cx =1

Ejercicio 2.
Un servicio de taxi tiene una tarifa de 0,6 € al inicio del trayecto y se incrementa en 30
céntimos por minuto de ocupacién. Hallar la funcién que describe el coste del taxi,

dibujar la gréafica y determinar el coste que supondria un trayecto de 15 minutos.

Podemos crear una tabla de valores:

X(minutos) | 0 1 2 3 X
Y (coste) 0,6 0,9 1,2 1,5 m-Xx+n

La funcion debe pasar por los puntos (0, 0.6) y por (3, 1.5).
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1,5-0,6

—£> m=03

La pendiente de la funcién sera :

m =
Para hallar la ordenada en el origen n tomamos uno cualquiera de los puntos (0, 0.6)

y=03:-x+n->06=03-0+n > n=06

La funcion que define la tarifa del taxies: y=0,3-x+0,6

El coste de 15 minutos de ocupacion de taxi seria: y=0,3:-15+0,6 —» y=5,11€
La figura 15 muestra la gréfica utilizando CalcMe.

recta(punto(0,0.6),(punto(1,0.9)) - y=03-x+ 0.6

(15,5.11)

Figura 15.

y=03x+06 —— y=5.1

Ejercicio 3.

Una compafiia de coches ofrece tres modalidades de contrato de alquiler de vehiculos.
En el contrato verde se paga una cuota fija de 20 € al dia y 10 céntimos por kilometro.
En el contrato azul se paga a 20 centimos el kilometro sin cuotas adicionales.

En el contrato rojo se paga a 15 céntimos el kildmetro con un consumo minimo
equivalente a 100 kilémetros.

Dibuja las diferentes graficas de las ofertas y plantea las ecuaciones que determinan

dichas ofertas.

Trabajamos con una tabla que nos permita ver el comportamiento de las tres ofertas.

Kilémetros (X) | 50 100 150 200 250
Opcién verde | 20+5 20+10 20+15 20+20 20+25
Opcidn azul 50-0.2 {100-0.2 | 150-0.2 200-0.2 250-0.2
Opcidn rojo 15 15 150-0.15 [200-0.15 |250-0.15
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Contrato verde:
Puntos de la grafica: (50,25), (100,30), (150,35), (200,40)

Pendiente : =30 L o= 5 m=—

100-50 50 10
Ordenada en el origen : 25 = % -50+n -»n=20
Funcién de la recta: y = L.x+20

10

Contrato azul:
Puntos de la grafica: (50,10), (100,20), (150,30), (200,40)

Pendiente : m=—o2 , p=2 p=1
' 150—-100 50 5
. 1
Ordenada en el origen : 20 = - 100+n - n=0
.y 1
Funcion de la recta: y=c-X

Contrato rojo:
Puntos de la grafica: (50,15), (100,15), (150,22.5), (200,30)

. 22.5-15 7.5 3
Pendiente : m= > m=—-> m=-—
150-100 50 20
Ordenada en el origen : 15 = % -100+n - n=0
Funcién de la recta: y = % - X para x > 100
y=15 para x < 100

Creacion de la grafica utilizando CalcMe.

dibujar(recta(punto(150,35),punto(200,40)), {color = verde}) - y = % -x + 20

dibujar(recta(punto(150,30),punto(200,40) ), {color = azul})) - y = % X

dibujar (y = ;—Ox, x,100.. 0, {color = rojo}) - y= % para x = 100

dibujar(y = 15,x, —..100, {color = rojo}) » y=15 parax <100
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Figura 16.
Viendo la figura 16 se observa que para valores superiores de 400 km, la opcién mas

rentable es la gréfica verde, para valores entre 80 y 400 km la més rentable es la roja y

entre 0 y 80 km la mejor opcion seria la azul.

7.1.2. Sistemas de ecuaciones como conjunto de funciones lineales

La resolucion de sistemas de ecuaciones se contempla en los contenidos de 3° E.S.O.
dentro del bloque 2 : “Numeros y algebra” (Resolucion de problemas mediante sistemas
de ecuaciones), pero también se ve en el bloque 4 “Funciones” (Utilizacion de modelos
lineales para estudiar situaciones de la vida cotidiana mediante la representacion
grafica).
Un sistema lineal de ecuaciones es un conjunto de varias ecuaciones de primer grado.
Resolver el sistema es buscar un valor de las variables que satisfaga todas las
ecuaciones. En este caso trabajaremos con dos variables lo cual nos va a facilitar la
representacion de cada ecuacion en un plano, de la misma forma que hicimos con las
funciones lineales.
Al intentar resolver el sistema, nos podemos encontrar tres posibilidades.

« Que ningin valor de las variables satisfaga simultaneamente todas las

ecuaciones (sistema incompatible, fig. 17):

» Calculo Simbdlico (CAS) X | » Vista Grafica
1 1:=Resuelve({x +3y=5 x+3y=7

P eq2 =x+3y=5
- eq2:x+3y=5

6
5
4
3 eql=x+3y=7 gl{x+ 3y 7
b + eql:x+3y=7 \

4 eq2 x+3y=5 2

1

SR 1 2 3 4 S~ T

Figura 17.
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(No hay ningun valor de x, y que cumple las dos ecuaciones simultdneamente, como se

puede observar las dos ecuaciones representan rectas paralelas)

« Que haya infinitas soluciones (sistema indeterminado, fig.18):

» Calculo Simbdlico (CAS) A | » Vista Grafica
1 11:=Resuelve({x + 3y = 5, 2x + By = g
2 eq2 =x+3y=5 5

+ eq2:x+3y=>5
4

3 eql =2x+6y=10
® o eql:2x4+6y=10 eql 2x+6y =103
& T 2

eg2ix+3y=5
1\
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 1

Figura 18.

(Cualquier valor de x nos da un valor de y que satisface ambas ecuaciones)

+ Que exista una solucion tnica (ver fig.19).

[
ListaPuntos: 11 := 1 (1,

2 eq2 =x+3y=5
-+ eq2:x+3y=>5

3 eql =2x+3y=6

® - eql:2x4+3y=606

-4 -3 -2 -1 0 1 2
Figura 19.

(Existe un anico punto en el que coinciden las dos rectas, solucion del sistema)

Creo que la mejor forma de mostrar lo que significa resolver el sistema de ecuaciones es
mediante su representacion grafica. El hecho de haber comenzado viendo las funciones
lineales nos va a ser de utilidad a la hora de dibujar estas ecuaciones lineales. Tanto
CalcMe como Geogebra, estan disefiadas como herramientas de célculo que nos van a
resolver el sistema, pero esto no nos va a ayudar a entender el proceso intermedio de

resolucion. Sin embargo, ambas aplicaciones permiten despejar una de las variables de
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cada ecuacion, esto nos sera muy Util en el caso de resolucion por el metodo de

igualacion o de sustitucion.

Representacion grafica del sistema lineal de ecuaciones.

En Geogebra clasico podemos mostrar varias vistas simultdneamente: Calculo
Simbdlico (CAS), Vista Algebraica y Vista Gréfica. Sobre la zona de comandos de
CAS, escribimos el sistema lineal a resolver siguiendo el formato de la aplicacion
(Resuelve({ecuacion 1, ecuacion 2})). Como resultado obtenemos los valores de las dos
variables. El proceso para dibujar las ecuaciones requiere el uso de la vista algebraica ya
que el calculo simbodlico no incluye un comando para dibujar, pero es tan simple como
escribir las ecuaciones. La ventaja es que se puede cambiar sobre el objeto varias
opciones de color, mensajes a mostrar, hacerlo visible o invisible para que la grafica sea
mas clara (ver fig.21). Para terminar la representacion del sistema, habilitamos el valor
obtenido como solucién del sistema, el punto A representa el cruce de ambas rectas lo

cual viene a confirmar que satisface las dos ecuaciones.

» Vista Algebraica Xl | » Calculo Simbalico (CAS) X | » Vista Grafica

11 ={(0.5,1.5)} 11:=Resuelve(fx + 3y = 5, 5x + Ty = 4
®eql: 5x+7y=13 1
®eq2: x+3y=5 I-f

ListaPuntos: 11 1= + |
® A=(05,15) 1\272)

2 eq2 =x+3y=5
® - eq2:x+3y=5

3 eql =5x+7y=13
® - eql:5x+7y=13 A=(0515)

i B 2 4o ] 2 \'\

Figura 21.

El mismo proceso hecho desde CalcMe nos lleva primero a resolver el sistema, en este
caso el simbolismo es méas parecido al que estamos acostumbrados, dos lineas y el
simbolo de Ilave que hace que la presentacidn sea mas real. La funcion dibujar aplicada
a las ecuaciones nos permite crear la grafica sobre el tablero. Para ver los datos de la

gréfica, basta con cambiar el cursor a la zona del tablero y alli seleccionar el simbolo

D tal como se aprecia en la figura 22.
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resolver, {X+3.V=5 } = {{x=l,y=i}}
5x+7y=13 27 2

dibujar({{x+3y=5} },{color=r0j0}) = tablero1 L
(Bx+Ty =13}

Figura 22.

Método de igualacion

El método de igualacion consiste en despejar la misma incognita en ambas ecuaciones
de modo que podamos igualar los otros términos de la igualdad, con ello reducimos a
una ecuacién con una incognita. Usando CalcMe, se puede ver que la funcién resolver,
permite hacer este proceso, para ello trabajamos por separado cada ecuacion e
indicamos la variable que queremos despejar. En realidad es el mismo proceso que
seguiriamos para hacerlo manualmente lo cual permite que se pueda utilizar como

sistema corrector por el propio alumno.

Ejemplo 1

Resolver el sistema { x-y=4 } or el método de igualacion (usando CalcMe)
x+2y=13f P J |

reso\ver({’(—y:ﬂ' }) = {x=71y=3}

x+2y=13
dibujar({x‘y=4 },{col0r=verde}) = tablerof

x+2y=13
resolver(x—y=4,x) = {{x=y+4}
resolver(x+2y=13,x) = {{x=-2-y+13}}
resolver(y+4=—2y+13) = {y=3}
resolver(x=3+4) = {{x=7}

Figura 23.
Ejemplo 2

x—5y=11}

Resolver el sistema {Zx +3y = —4

utilizando el método de igualacion (con

Geogebra CAS).
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Primero se muestran las rectas sobre la figura 24, a continuacion se resuelve cada
ecuacion respecto de la variable x para igualarlas y nuevamente resolver la ecuacién
lineal con una incognita. El proceso finaliza sustituyendo el valor obtenido sobre una de

las ecuaciones (En la dltima linea resolvamos el sistema directamente).

1 eql:x—5y=11
o — eql:x—5y=11
eq2:2x+3y=—4

Own

— eq2:2x+3y=-4
3 Resuelve(x — 5y = 11,x)
- {x=5y+11}

Resuelve(2 x + 3y = —4,x)

o

5 Resuelve(5y+ 11 = —g y— 2)

- {y=-2}
6 Resuelve(x =5 (—2) + 11) L3
— X = 1
{ ) eql:x-9y=11_4
7 Resuelve({x —5y =11,2x+3y = —4})
- {{x=1,y=-2}}

-4
Figura 24.

Meétodo de sustitucion

En este método, despejamos una de las incognitas de una de las ecuaciones para
sustituirla en la otra ecuacion reduciendo asi el nimero de variables y quedando como
una ecuacion lineal con una incdgnita. Como en el caso anterior, utilizamos la funcion
resolver sobre una ecuacién y una variable. El resultado lo llevamos a la segunda

ecuacion y nuevamente resolvemos.

Ejemplo 3

2 3y =-5 - , N
X+ sy } utilizando el método de sustitucion.(CalcMe)

Resolver el sistema {3x +2y=-5

Procedemos a dibujar la grafica del sistema indicado (ver fig. 25) para posteriormente,

seguir los pasos descritos.
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reso\ver[{2x"'3y= _5]] = {x=-1y=-1} cac

3x+2y=-5

dibujar({2x+3y= _5},{color=verde}) = tablero1 cac
3x+2y=-5
— — _ 3 5
resolver(2x+3y=—-5,x) = {{x———-y——}} Calc
2 2
3 5 — - )
resolver| 3 _f-y_f +2y+5 = {{y=-1}} cac

reso\ver(x=—i- -—
2772

5] it {—1=-1x=-1} =

Ejemplo 4
2y _q
Resolver el sistema { 4 }
2(x+y)=6y+8
(Geogebra)

Figura 25.

utilizando el método de sustitucion.

Primero se resuelve el sistema, a continuacién se representan las ecuaciones (fig.26), se

despeja una de las incognitas y se sustituye en la otra ecuacion para obtener la variable

y = -2, finalmente se sustituye en la ecuacion inicial para hallar la variable x = 0.

1 Resuelve({x+42 Y_ 1,2 (x+vy) = 6y+8})

~ {{x=0,y=-2}}

x+2y
p i =
@

-1

1 1
eql.l—‘x+§y_—1
3 eq2:2(x+y)=6y+38
o — eq2:2x+2y=6y+8

2
4 Resuelve (x +4 Y — fl,x)

- {x=-2y-—4}
5 Resuelve(2 (—2y —4+y)=6y+8)

- {y=-2}
6 resue\ve(x+i(_2) = —1)
~ {x=0}

-2 -1 0 1 2

E1:1;4x+1f_2,;=-1

eq2:2x+2y=6y +8
-4
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7.2.Geometria

Al igual que se hizo en el bloque anterior, pasamos a indicar algunos comandos que
se utilizarén durante el desarrollo de esta unidad.

« tridngulo(punto(x,y), punto(x,y), punto(x,y)) : Definicién de un triangulo por las
coordenadas de tres puntos.

« semejantes?(figural, figura2): devuelve verdadero si son semejantes.

« pie_de_altura(ABC): devuelve las coordenadas de la altura relativa a B.

« distancia(punto,punto): devuelve la distancia entre los dos puntos.

 poligono(punto,punto...): define la zona que abarca el poligono.

 poligono_regular(n® lados, lado): define un poligono regular de n lados de
longitud lado.

« longitud(segmento(punto,punto)): devuelve la longitud del segmento

- area(poligono): proporciona el area del poligono.

« resolucidn(expresion): resuelve el valor numérico de la expresion.

7.2.1. Semejanza aplicada a figuras geométricas

Tal como se establece en los contenidos de 4° de E.S.O en matematicas orientadas a
las ensefianzas académicas, bloque 3. Geometria, vamos a utilizar las aplicaciones
informaticas para facilitar la comprension de conceptos y propiedades geométricas. Para
ello comenzaremos con la semejanza, diciendo que dos figuras son semejantes cuando
tienen la misma forma y las medidas son proporcionales. A esta relacion entre las
medidas de las figuras la llamamos razén de semejanza.

Como ya he indicado con anterioridad Wiris desktop es la aplicacién portable de Wiris
que incluye las mismas funcionalidades que CalcMe. Aunque necesita activarse con
licencia, esta es gratuita por lo que no supone un problema su uso. Tiene la ventaja
respecto a la versién on-line de no necesitar la conexion a internet. He considerado

también de interés presentarla en el caso de la geometria.

Ejemplo 1

Indicar en la figura 27, los triangulos que son semejantes
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T=triangulo(punto(0,0),punto(1,2),punto(2,0))
= (0,0)-(1,2)-(2,0)
| dibujar(T) => tablero1
U=triangulo(punto(3,0),punto(5,4),punto(7,0))
= (3,0)-(5,4)-(7,0)

| dibujar(U) => tablero1 Semejanza de triangulos
V=triangulo(punto(-5,1),punto(-13,1),punto(-9,-7))
= (-5,1)-(-13,1)-(-9,-7) |
| dibujar(V) => tablero1
w

semejantes ? (triangulo (punto(3,0),punto(5,-4),punto(7,0)),T)
= cierto v
| semejantes?(V,T) => cierto
W=triangulo(punto(-4,-2),punto(-2,-2),punto(-3,1))
- (-4,-2)-(-2,-2)-(-3,1)

| dibujar(w) => tablero1

| semejantes? (V,W)| => falso

Figura 27.

Usamos la funcion triangulo(punto(a,b),punto(c,d),punto(e,f)) para definir el triangulo
por sus veértices, la funcion semejante?(A,B) devuelve un valor cierto o falso segun los
poligonos comparados sean 0 no semejantes.

En Geogebra, no se dispone de esta posibilidad de comparacion, por tanto para

determinar si los triangulos son semejantes es necesario verificar que los lados son

] a b c , .
proporcionales : == T ysus angulos iguales.

Proponemos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1
Dividir un triangulo rectdngulo cuyos catetos miden 6 y 8 cm de modo que los

triangulos resultantes sean semejantes al inicial.

Asi lo hariamos desde Geogebra:

En el area grafica (ver fig.28), podemos ubicar los puntos de forma que las medidas de
los catetos se ajusten al problema. Aplicando el T. Pitagoras hallamos la longitud de la
hipotenusa y trazamos la altura de este tridngulo sobre la hipotenusa. Este segmento nos
divide el triangulo en dos que son semejantes al inicial. Finalmente resolvemos la

relacién de semejanza para hallar los datos solicitados.
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1 Distancia(A, B)
- 6

2 Distancia(B, C)
- 8

N
- 10

4 Distancia(A, C)
- 10 3

. Distancia(A,C)  Distancia(A, B)
5 RESOIUCIonN(Distancia(A,B) N x

AD =36

- {X = 36} 4
. Distancia(A,C) _ Distancia(A, B)
6 ResommonN(Distancia(B,C) - y :
- {y=48} ‘| oB-4s
7 Distancia(A, C) — Distancia(A, D) ] oui
32 B
? o’ 1

Figura 28.

Observamos que los tridngulos ABC, ADB y BDC son semejantes siendo la razén de

. AB _5 -
semejanza —— = > para los triangulos ABC y ADB.

Asi lo hariamos con Wiris o CalcMe indistintamente (fig. 29)

| A=punto(0,6) => (0,6)
| dibujar(A,{mostrar_etiqueta=cierto}) => tablero1
| B=punto(0,0) => (0,0)
| dibujar(B,{mostrar_etiqueta=cierto}) =» tablero1
| C=punto(8,0) => (8,0)
| dibujar(C ,{mostrar_etiqueta=cierto}) =» tablero1
|T=triéngulo(punto(0,0),punto(8,0),punto(0,6)) = (0,0)-(8,0)-(0,6)
| dibujar(T,{mostrar_etiqueta=cierto,color=rojol}) => tablero1
| dibujar(altura(T,1) ,{color=azul}) => tablero1
72 96
%)
| dibujar(E,{mostrar_etiqueta=cierto}) => tablero1
24
5
18
5
32 T c

5 [=]

E=pie_de_altura(A,B,C) = (

distancia(B,E) =»

distancia(A,E) =

distancia(E,C) =»

Figura 29.

En la resolucion con Wiris, hemos posicionado los vértices para poder asignarles las

letras correspondientes. Seguidamente dibujamos el triangulo usando estos puntos y la
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funcién altura(triangulo, vértice) nos permite trazar la altura. El punto de interseccion
con la hipotenusa, se obtiene con la funcidén pie_de_altura(tridngulo). EI resto es
utilizar la funcién distancia(punto,punto) para obtener los segmentos pedidos.
Realmente ambas formas de resolucién son similares y no tiene mucha dificultad de

cara a ser mostradas en el aula o como actividad.

Del problema se puede extraer como conclusion que en un triangulo rectangulo, la
altura que trazamos sobre la hipotenusa, nos genera dos tridngulos semejantes y de esta

semejanza se deducen dos teoremas:

Teorema del cateto dice que el cuadrado de un cateto es igual a la hipotenusa por la

proyeccion de este cateto sobre ella.
b>=qa-n
y de la misma forma para el otro cateto
c“=a-m

Esto se ha deducido de las semejanzas

c m
a ¢
asi mismo
b n
a b
B
//’A \
C /,/’ \
,/ h b
e c
|A— E | C
m n
a=m-+n
Figura 30.

Teorema de la altura dice que el cuadrado de la altura equivale al producto de las dos

proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.

h’=m-n
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Que igualmente se deduce de % =
En la figura 30 podemos comprobar visualmente este teorema.

h=3, m=6 y n=15 - 3°=6-15

Hemos visto que la razon de semejanza relaciona las dimensiones y la forma de dos
figuras geométricas pero esta semejanza tambien es aplicable a otras propiedades como
la superficie y el volumen.

Tomemos por ejemplo un cuadrado de lado unidad y construyamos otro semejante
siendo la razén de semejanza =3.

La longitud de cada lado sera ahora 3 es decir se ha multiplicado por 3. ;qué ocurre con
su superficie? La superficie de este cuadrado es 3 - 3 es decir la superficie inicial se ha
multiplicado por la razén al cuadrado. (Y si construyésemos un cubo, cual seria su
volumen? Pues el volumen sera 3 - 3 - 3 es decir, que el volumen inicial se ha
multiplicado por la razén al cubo.

Similar razonamiento se puede aplicar para esferas con razén de semejanza = 3:

- Lasuperficie de la esfera S = 4mr? quedaria multiplicada por 3

« Elvolumen V = %nr?’ quedaria multiplicado por 3°.

Seguidamente se proponen algunos ejercicios de semejanzas y teoremas.
Ejercicio 1

Hallar la longitud del radio de esta semicircunferencia sabiendo que hy =3v5 y f; = 3.

Para resolver el ejercicio, debemos determinar el didmetro de la semicircunferencia que
sera la suma de e+n

e : se puede hallar utilizando el T. de Pitagoras:
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e=n’—- fi*> e=45-9 > e=6
Ahora construimos un triangulo rectdngulo inscrito en la circunferencia tomando como
hipotenusa su didmetro (fig.31).

Figura 31.

Aplicamos el Teorema de la altura: f12: e'n » n=15

El didmetro es : e+n=75 ypor tanto el radio pedido es 3.75 cm

Ejercicio 2
En el siguiente ejercicio (ver fig. 32), se propone obtener poligonos semejantes a los
modelos destacados y hallar la razén de semejanza y las superficies. Verificar si se

cumple dicha proporcionalidad tanto para longitudes como superficies.
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HL =5.17

Area de HIJKL = 16.54

K
®

3 4 5 6 8 9 10 1 12
§527=527
_1 7

;i /'

E
3 GE = 259/.\ " J

G Area de BCDEG = 4.17 .
2

i
1 ()
f W v
o L ]
14 15 16 17

P @ Area de STUVWZ = 11.82
5 PQ =142 S .T
ST=213
Figura 32.
Las razones son:

5.17
rpentégono = 2.59

2.13

Thexagono = 1.42

Y para las superficies la proporcion es:

Otras actividades propuestas con CalcMe.

Ejercicio 3

r2 (se pedira a los alumnos que lo verifiquen)

Determinar la razén de semejanza de los pentagonos (fig.33) respecto al de color negro.
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P = poligono(punto(0,0),punto(3,0),punto(3.9,2.85),punto(1.5,4.6),punto(—0.9,2.85))
dibujar(P,{color=verde}) = tablero1
Q = poligono_regular(5,segmento(punto(0,0),punto(4,0))) pesr
dibujar(Q,{color=azul}) = tablero1
R = poligono_regular(5,segmento(punto(0,0),punto(2,0))) oeir
dibujar(R) = tablero1
S = poligono_regular(s,segmento(punto(0,0),punto(1,0))) e
dibujar(S,{color=rojo}) = tablero1
- longitud(segmento(punto(0,0), punto(4,0)))
longitud(segmento(punto(0,0),punto(2,0)))
area(S) = 1.7205 cac
area(Q) = 27.528 -
area(R) = 6.8819 :
:::Eg;mz = cierto veriica
N
area(S) _ 025 o - [ 4
area(R) 0 o k
Figura 33.

En CalcMe, se pueden definir poligonos regulares segin el nimero de lados que
queramos, poligono_regular (5, segmento(punto(0,0),punto(Z,O))) ,  como
parametros, utilizamos el nimero de lados y la funcidn segmento con los dos puntos que
representa la base del poligono, pero también se puede definir el centro del poligono y
el radio. Otra forma alternativa de definir poligonos es indicando los puntos que
determinan los vértices, en este caso la funcion es:

poligono(punto(0,0),punto(3,0),punt0(3.9,2.8),punto(1.5,4.6),punto(—0.9,2.8))

Para hallar la razon de semejanza r usamos la funcion longitud (segmento(punto,punto))

longitud (segmento (punto (0,0),punto (4,0))) _,

r =
longitud (segmento (punto (0,0),punto (2,0)))

(A8

Y para verificar que se cumple en el caso de las superficies
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areald) _ 12 muestra el mensaje — cierto
area (R)

7.2.2. Trigonometria

Es uno de los contenidos que se comienza a tratar en 4° E.S.O en la opcion de
“Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas” pero no en la opcion de
ensefanzas aplicadas. Me ha parecido de interés tratar de ver lo que las herramientas
tecnoldgicas pueden aportar para mejorar el aprendizaje de la trigonometria. Creo que
es uno de los aspectos de las matematicas donde inicialmente mas se utiliza la
representacion grafica de modo que sobre el papel tanto Geogebra como CalcMe

deberian ser de utilidad como un complemento mas de ayuda.

7.2.3. Razones trigonomeétricas de angulos

En un tridngulo rectangulo, podemos establecer relaciones entre sus lados que sélo
dependen de los angulos del triangulo. Segun los lados elegidos para estas relaciones,

los nombres que utilizamos son:

cateto opuesto al angulo a

Senodelanguloa - sena = ,
hipotenusa

cateto contiguo al angulo a

Coseno del &ngulo a — cosa =

hipotenusa

cateto opuesto al angulo a

Tangente del &nguloa - tg a = - -
cateto contiguo al dangulo a
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1 )
2

4.47 ? 4.47
6.57° 6.577
5.59 2.5 /
26.57°

5
cateto contiguo al angulo a
cosa =

hipotenusa

3 6.71
26.57°
6

Figura 34.

26.57°

cateto opuesto al angulo a

sena =
nipotenusa

cateto opuesto al angulo a cateto contiguo al angulo a
sena = - cos a = -
hipotenusa hipotenusa

Como vemos en las figura 34, las razones trigonomeétricas indicadas, no dependen del
triangulo que hayamos elegido, s6lo dependen del valor del angulo.

Si ademas combinamos estas razones con el teorema de Pitagoras llegamos a la
conclusion de que todas ellas estan relacionadas y ademas no aparece ninguna

dependencia con la longitud de los lados del tridngulo (fig. 35).

4 b (&)

-t

Figura 35.

c\2 b\?

sena + cos’a = (—) + (—)

a a
2 2

2 2
CRIDREr

Por tanto, sen’a + cos’a = 1
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Igualmen

te podemos expresar la tg a = % =

Q||

- tga =

sena

cosa

De esta forma, hemos relacionado las razones trigonométricas mediante la tangente.

Ejemplo

- .. . yy . . 3
Utiliza Wiris para hallar las razones trigonométricas sabiendo que cos(a) = -z

a esta en

el tercer cuadrante.

Usando sen?a + cosZa=1
312 4 )

-— | +d?= - =— =——
resolver(( 5) d 1) {{d 5].{d 5}}
como a esta en el tercer cuadrante d= sen a sera negativo
sena= -5
-3

5
tan(a)—j

5

tan (u)=%

Ejemplo 1

Se propone el siguiente ejemplo para utilizar Geogebra.

Para llegar a un mirador situado a 10,26 m de altura (fig.36), se puede utilizar un

ascensor que sube verticalmente desde la base o una rampa para subir caminando. El

angulo de inclinacion de la rampa es de 16,8°. ;A qué distancia desde el ascensor se

inicia la rampa? ¢Qué longitud tiene la rampa? ¢Cuél seré el desnivel en %? (el desnivel

es la relacion entre la componente vertical y horizontal del tridngulo rectangulo).

altura =10.26

distancia=33.99

tgly)=10.26/x
ResuelveN: {x =33.99}

sen(y)=10.26/L,L=1
ResuelveN. {L= 35.5}

Desnivel%=(10.26/33.99)"100

Resuelvel: {Desnivel = 30.19}

Figura 36.

CalcMey
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Como curiosidad, en las carreteras aparece en ocasiones la indicacion de la pendiente en
%. En casos muy excepcionales (carreras ciclistas) aparecen rampas con pendientes que
llegan al 20%, que corresponde a un &ngulo de 11,3° (Tengamos en cuenta que una
pendiente del 100% corresponderia a un angulo de 45°).

No debemos confundir que esta medida de pendiente es la propia tangente del angulo.
Podriamos pensar que es la distancia que se asciende entre la distancia recorrida, pero

esto en realidad seria hallar el seno del &ngulo.

Ejemplo 2

Dados los datos de la figura 37, hallar la longitud de los lados del tridngulo y las

razones trigonométricas utilizando Geogebra y reconocer la pendiente en %.

tan(19.41°) = 0.3524
tan(19.41°)=¥ —  x=8.429
sen(19.41)=2'h£ — h=8.937
cos(19.41) = 0.9432

sen(19.41) = 0.3323
sen?(19.41)+cos%(19.41)=1 = cierto
0.94322+0.33232 = 1.

Figura 37.

Conociendo el angulo a y el cateto opuesto, podemos utilizar la tangente para hallar la

componente horizontal x. Si utilizamos el seno, podremos obtener la hipotenusa h.

Al hablar de las razones trigonométricas hemos utilizado tridngulos rectangulos que
tienen dos angulos agudos y uno recto, ahora se plantea la siguiente cuestion. ¢Se
pueden usar las razones trigonométricas para cualquier angulo? Efectivamente se puede
y para verlo, vamos a utilizar una circunferencia de radio unidad (circunferencia
goniométrica) donde dibujaremos nuestros angulos y triangulos rectangulos.

Las reglas son:

« Un cateto del triangulo esta sobre el eje X
« La hipotenusa ira desde el origen de coordenadas a un punto de la
circunferencia, por tanto su valor es la unidad.

« El angulo se medira desde el eje X en sentido anti-horario.
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Utilizando Wiris, creamos esta secuencia para mostrar los valores del seno y coseno en
funcién del &ngulo que vamos seleccionando.

En este caso, me ha parecido mas acertado utilizar Wiris ya que al crear la secuencia de
comandos, se va viendo el proceso con més claridad. Ademas se puede ir cambiando el
angulo “c” facilmente para ver como se modifica el seno y coseno que quedan
representados directamente sobre los ejes de coordinadas. También me ha parecido muy
atil a la hora de entender las relaciones de los &ngulos en cualquier cuadrante con

respecto al primer cuadrante.

| tablero(punto(0,0),2.1,2.1) => tablero1
defino el tamario del area de grafica
|ri=x2+y?=1 => x2+y?=1
| dibujar(r,{color=azul}) => tablero1
Dibujamos la circunferencia de radio 1
| c:=40° => 40°
Angulo a estudiar
| a:=cos(c) => cos(c)
| b:=sen(c) => sen(c)
Calculo de seno y coseno del angulo
s : =segmento(punto(0,0),punto(a,b))
= segmento (punto (0,0),punto(a,b))
| dibujar(s) =» tablero1 =
| Q:=intersecar(r,s) => rNs
| dibujar(Q) => tablero1
Corte de la hipotenusa con la circunferencia
| dibujar(segmento(punto(a,b),punto(0,b))) =+ tablero1
| dibujar(segmento(punto(0,0),punto(0,b)),{color=azul}) = tablero1
| dibujar(segmento(punto(a,b),punto(a,0))) = tablero1
| dibujar(segmento(punto(0,0),punto(a,0)),{color=rojo}) = tablero1
valores del seno y coseno sobre los ejes X,Y
| escribir(b,punto_medio(punto(0,0),punto(0,b))) => tablero1
| escribir(a,punto_medio(punto(0,0),punto(a,=0.2))) =+ tablero1
| dibujar(arco(punto(0,0).0.2,0,c))| =5 tablero1
| escribir(c,punto(0.1,0.01)) => tablero1

El resultado de la secuencia es un segmento de magnitud unidad con un extremo en el
origen de coordenadas que al girar sobre dicho punto forma un angulo a con el eje X.
La proyeccion de este segmento sobre los ejes X e Y, proporciona directamente los
valores del coseno y el seno del angulo a respectivamente. La figura 38 presenta la

evolucion de seno y coseno para angulos comprendidos entre 0° y 360°.
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Para angulos comprendidos entre 0 y
90° (primer cuadrante), vemos que la
proyeccion de la hipotenusa sobre el
eje X (cos a ) y sobre el eje Y (sen a )

tomanvalores>0y <1

Para angulos comprendidos entre 90 y
180° (segundo cuadrante), vemos que
la proyeccion de la hipotenusa sobre el
eje X (cos a ) toma valores entre 0 y
—1 mientras que la proyeccién sobre

el eje Y (sen a ) toman valores entre 0

y1

Para angulos comprendidos entre 180
y 270° (tercer cuadrante), vemos que
tanto la proyeccion de la hipotenusa
sobre el eje X (cos a ) como sobre el
eje Y (sen a ) toman valores entre 0 y
-1

3301

L

Para angulos comprendidos entre 270
y 360° (cuarto cuadrante), vemos que
la proyeccion de la hipotenusa sobre el
eje X (cos a ) toma valores entre 0 y
1 mientras que la proyeccién sobre el
eje Y (sen a ) toman valores entre 0 y
-1

Figura 38.
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Las graficas anteriores, no solo nos dan informacion de los signos que van a tener las
razones trigonométricas, también nos van a ayudar a entender que cualquier angulo se
puede estudiar como si en realidad estuviera en el primer cuadrante, lo cual facilita los

calculos.

Relacion de un angulo f cualquiera con otro a del primer cuadrante.
e Si el angulo B estad en el segundo cuadrante, el seno de 180 - 8 serd su
equivalente en el primer cuadrante. (ver fig.39).
Ejemplo 3:
sen 1202 =sen 602 ya que 180°—120° = 60°
sen 135° = sen 45° ya que 180° — 135° = 45°
Mientras que para el coseno, el valor trasladado al primer cuadrante tendra

signo contrario.

Ejemplo 4:
cos 120 =-cos 60
cos 135° = - cos45°
EERN Zain Seno: misma magnitud,
mismo signo

e
B3

Coseno: misma
magnitud, signo opuesto

A‘ 60

Figura 39.

)
v =

« Angulos § en el tercer cuadrante, el angulo correspondiente del primer
cuadrante, se obtiene como S — 180 y tanto el seno como el coseno tendrian el

signo cambiado. (fig.40)

Ejemplo 5:
sen 210 =-sen 30 y cos 210 =-cos 30
/ N / 2| Seno: igual magnitud,
AN g signo opuesto
e ) EEEE: Coseno: misma
2 magnitud, signo
AN
AN /|| opuesto
Figura 40.
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« Para &ngulos B en el cuarto cuadrante, el angulo en el primer cuadrante seria
360 — Sy en este caso solo el seno cambiaria de signo (fig.41).
Ejemplo 6:
sen 330 = - sen 30 y cos 330 =cos 30

Seno: misma magnitud,

signo opuesto

33 0 Coseno: misma
V3 N3 . . .
7 i magnitud, mismo signo

Figura 41.

pa| =

Ejemplo 7

Expresar la razon trigonométrica referida al primer cuadrante para cada uno de los

siguientes angulos. Utiliza el icono para verificar.

sen(150) = sen(180 — 150) = sen(30) — cierto
c0s(150) = —cos(180 — 150) = —cos(30) — cierto
tan(150) = —tan(180 — 150) = —tan(30) — cierto
sen(240) = —sen(240 — 180) = —sen(60) — cierto
c0s(240) = —cos(240 — 180) = —cos(60) — cierto
tan(240) = tan(240 — 180) = tan(60) — cierto
sen(300) = —sen(360 — 300) = —sen(60) — cierto
c0s(300) = cos(360 — 300) = cos(60) — cierto
tan(300) = —tan(360 — 300) = —tan(60) — cierto

Ejemplo 8

Se quiere pintar una de las paredes exteriores del colegio de la que desconocemos la
altura. Como no se puede medir directamente por no disponer de una escalera
suficientemente larga, pedimos a los alumnos de 4° E.S.O que nos den una
aproximacion. Se han construido un teodolito para medir angulos. Las medidas que han
realizado con este instrumento desde dos puntos separados 15 m son 30° y 50°
Determinar graficamente con Geogebra la altura de la pared y comprobarlo mediante las

razones trigonomeétricas.
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Utilizamos el &rea grafica de Geogebra para hacer las rectas con los angulos que
indica el problema y usamos para las longitudes una escala de 1:200 de modo que cada

cm en plano representan 2 m en la realidad. Para hacer las rectas usamos , para los

segmentos , las perpendiculares , la medida de angulos y de longitudes .

En la figura 42, el dibujo resultante con las medidas, muestra la altura de 8,41 cm que

corresponden a 16,82 m de altura real.

AE=16381

BE=1097

f G=2001° AB=T3 Ap=4990° FB=705 ]

0 2 i 4 [ g8 10 | 12 14

Figura 42.

Ahora vamos a utilizar Wiris para hacer los célculos

Establecemos el sistema de ecuaciones

(15+x) -tan(30°)= _ -
‘ resolwer{x -tan(50°) =y V} =» {{x=14.095,y=16.798}}
la primera ecuacion corresponde al triangulo mayor y
la segunda ecuacion al otro triangulo.

Utilizamos las tangentes que relacionan alos catetos.|

Una vez calculada la altura y el cateto correspondiente al angulo 8, podemos hallar el

resto de valores utilizando el sen B y el sen « 0 el teorema de Pitagoras.

Ejemplo 9
En un edificio se construyen dos paredes paralelas separadas 20 m. Desde la parte
inferior de cada pared medimos el angulo que forma el suelo con el extremo superior de

la pared contraria y obtenemos 50° y 60° respectivamente. Hallar la longitud del tejado.

Utilizamos CalcMe en este caso para hacer la composicion grafica del problema

y también el calculo (ver figura 43).
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tan(50°) = —  h=23.835

8=

tan(60°) = —  j=20-/3

I\J‘__
N~

20(tan(60°)—tan(50°)) =~  10.806

/ 20 d=+202+10.806° —— d=22.733
Figura 43.

8. Reflexion final

En este documento se ha tratado de mostrar la utilidad de CalcMe y Geogebra como
herramientas de apoyo en el aula, no solo durante la exposicion y desarrollo tedrico de
los temas sino también en la fase de resolucién de problemas, utilizando tanto el calculo
simbolico como las funciones graficas integradas que ayudan a entenderlos.

Creo que aplicar la tecnologia al mundo matematico puede ayudar a hacer la asignatura
mas atractiva a los alumnos, favorecer el trabajo autdnomo fuera de clase y al mismo
tiempo mejorar su motivacién. Parece légico pensar que con ello se consiga hacer que
las clases sean mas dindmicas y participativas.

Para terminar con la valoracion general de las herramientas, me gustaria sefialar algunas
dificultades encontradas a lo largo de la preparacion del trabajo que estan relacionadas
con pequefias deficiencias de disefio. Son detalles mejorables que obviamente quedan

fuera de nuestro alcance como usuarios y que se detallan a continuacion.

« En ocasiones la aplicacion online, monopoliza demasiados recursos del
ordenador teniendo que cerrarla y volverla a iniciar lo cual puede hacer que
pierdas los trabajos si no estaban guardados.

« Un inconveniente de CalcMe es que no se pueden importar imagenes para

incorporarlos en la grafica. Es muy util si tienes que trabajar sobre un plano.

CalcMe y Geogebra como recursos didacticos Pagina 54



%’é% Universidad

£% de Alcald

« En Geogebra no se pueden copiar las lineas de comandos como texto, es
necesario usar la captura de imagen por lo que no se puede llevar con facilidad a
un documento.

« CalcMe no tiene la opcion de protocolo de construccion de Geogebra que
permite seguir los procesos de creacion de las gréficas, es Gtil de cara a mostrar
los pasos de construccién a los alumnos.

« Geogebra no permite crear dentro del mismo proyecto varios tableros como
CalcMe, es util poder separar graficas para no complicar el analisis de las

mismas.
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