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Resumen
El presente trabajo describe el analisis realizado en un aula de segundo curso de educacion
secundaria obligatoria, centrado en contenidos de factorizacion de polinomios de segundo

grado, utilizando material manipulativo.

Para ello se elabora un marco tedrico, centrado en la blisqueda inicial de los errores y
dificultades que se presentan cuando los estudiantes visualizan por primera vez el algebra.
Incidimos también sobre las investigaciones internacionales para la inclusion del algebra en el
curriculo de primaria, pues se hace notorio que el pensamiento algebraico se puede
implementar progresivamente en edades mas tempranas, causado probablemente por la

separacion de la aritmética con el algebra, y una transicion forzada entre ambas.

Mediante el enfoque competencial y el uso de material manipulativo como propuesta didactica,
se muestran los resultados obtenidos, basados en el trabajo con sentencias algebraicas y
productos notables. Es por ello que llegamos a la conclusion de que los estudiantes de segundo
curso de educacion secundaria obligatoria tienen la capacidad de aprender construyendo ellos
mismos los conceptos y procedimientos a seguir, debatiendo entre pares a las conclusiones que

llegaban.

Palabras clave: aritmética, algebra, aprendizaje, razonamiento, metodologia.



Introduccion

Es habitual que cuando los estudiantes se inician con Algebra hagan uso de sus conocimientos
aritméticos adquiridos de manera previa, lo que supone que sea importante que este trabajo
tenga la suficiente solidez para poder asentar los contenidos posteriores. El paso de la aritmética
al dlgebra debe ser progresivo y fundamentado (Kaput, 2000, 2008; Kieran, 2007; Artigue,
2012), dado que de no ser asi, cabe pensar que a la hora de resolver problemas que conlleven
contenidos de algebra, el conocimiento de la aritmética sea insuficiente para que lo resuelvan
satisfactoriamente, debido a la existencia de letras y nimeros sobre los que hay que aplicar
distintos algoritmos de suma, resta, multiplicacion o divisiéon, ademas de que dichas
operaciones se tienen que diferenciar entre la parte literal y la parte numérica. Por ello ademas
el lenguaje empleado en la ensefianza del algebra tiene a veces una particularidades que se han
automatizado con féormulas verbales que es esperable puedan dar lugar a distintos obstaculos
de aprendizaje por su dificultad de comprension; por ejemplo, cuando los estudiantes se inician
en la resolucion de ecuaciones, en las que deben de encontrar el valor de la incégnita, es
frecuente que el docente utilice expresiones como “si estd sumando pasa restando” o “si esta
dividiendo pasa multiplicando”, lenguaje que dificulta el procedimiento de resolucion, pues

carecen de sentido.

El principal cometido del Algebra es la expresion y la manipulacion de lo general. Como
remarcan los autores Alonso, Barbero, Fuentes, Azcarate, Dozagarat, Gutiérrez y Ortiz (1993),
es fundamental que las expresiones algebraicas estén escritas de una manera correcta, ya que
si no darian lugar a dificultades en la interpretacion del enunciado. Ademas dichos obstaculos
no son casuales y son originados por diferentes causas didacticas, epistemologicas, cognitivas

o actitudinales (Rabino, Cuello y Munno, 2004; Pochulu, 2004).

A la vista de esta situacion, se aborda si seria adecuado introducir el Algebra con material

manipulativo. Por ello, las cuestiones que se plantean son las siguientes:

e Las actividades participativas y/o colaborativas podrian desarrollar de manera
comprensiva los contenidos algebraicos en el estudiante?

e ,;Cuadles son los obstaculos mas habituales que tienen los estudiantes en segundo de
educacion secundaria obligatoria al aprender los contenidos de algebra?

e ,Como se podria evaluar a cada estudiante para que las actividades que se propongan
sean adecuadas y personalizadas, y asi poder sacar el maximo potencial de cada uno de

ellos?



Etapas del desarrollo cognitivo de Piaget

Debido a que el trabajo de Jean Piaget sobre el desarrollo cognitivo de los nifios, concretamente
en los conceptos cuantitativos, ha brindado a los docentes una vision crucial de como los
estudiantes aprenden los conceptos e ideas matematicas, vamos a describir y caracterizar las
etapas destacando las técnicas apropiadas para que el estudiante pueda obtener una base solida

para el aprendizaje de las matematicas.

En los centros educativos los estudiantes suelen estar agrupados por edad cronologica, pero sus
niveles de desarrollo pueden diferir significativamente (Weinert y Helmke, 1998). Esta
diferencia puede depender de la madurez, la experiencia, la cultura y la capacidad del nifio

(Papila y Olds, 1996).

Piaget identifico cuatro etapas primarias de desarrollo: sensorio - motora o sensomotriz,
preoperacional, operacional concreto y operacional formal. Nos centraremos en las dos ultimas

etapas ya que son las que afectan al alumnado al que nos dirigimos.
Etapa de las operaciones concretas

La tercera etapa se caracteriza por un incremento del aspecto cognitivo, por la celeridad en el
desarrollo del lenguaje y el alcance de las competencias basicas. En esta etapa comienzan a
llegar a conclusiones certeras a través del uso de la 16gica, en tanto en cuanto las hipotesis

iniciales estén relacionadas con situaciones concretas y no abstractas.

Por ejemplo, el nifio puede distinguir que la cantidad de liquido en un envase no esta
relacionado con su forma. Ademas, para Piaget (1977) tanto la separacion como la clasificacion
son las dos operaciones que mas se desarrollan durante esta etapa y ambas son fundamentales
para la comprension de los conceptos numéricos. La separacion es la capacidad de ordenar
objetos de acuerdo con la longitud, el peso o el volumen de éste. Por otro lado, la clasificacion
implica agrupar objetos mediante una caracteristica comun. Segiin Burns y Silbey (2000), “las
multiples formas de representar una solucion matematica pueden fomentar el desarrollo de esta

etapa cognitiva” (p. 55).

Los docentes, por tanto, se apoyaran en objetos manipulativos ya que el alumnado necesita
experiencias concretas, como el valor posicional y las operaciones aritméticas. Los materiales
manipulativos existentes incluyen: bloques multibase, barras Cuisenaire, fichas de algebra,

cubos de algebra, geoplanos, tangrams, y dados. A través del uso de los materiales



manipulativos, los estudiantes van adquiriendo experiencias, que sientan las bases de un

desarrollo cognitivo matematico mas avanzado.

Uno de los desafios importantes en la ensefianza de las matematicas es ayudar a los estudiantes
a hacer conexiones entre los conceptos matematicos y la actividad. Es posible que los nifios no
hagan conexiones automdticamente entre el trabajo que hacen con los materiales de
manipulacion y las matematicas abstractas correspondientes: "los nifios tienden a pensar que
las manipulaciones que hacen con los modelos son un método para encontrar una soluciéon y
las matematicas con lapiz y papel son completamente distintas" (Burns y Silbey, 2000, p. 60).
Por ejemplo, puede ser dificil para los nifios conceptualizar como un rectangulo de cuatro por
seis pulgadas construido con baldosas de madera se relaciona con cuatro multiplicado por seis,
o cuatro grupos de seis. Los maestros podrian ayudar a los estudiantes a hacer conexiones al
mostrar como se pueden separar los rectangulos en cuatro filas de seis mosaicos cada una y al
demostrar como el rectdngulo es otra representacion de cuatro grupos de seis. Proporcionar
varias representaciones matematicas reconoce la singularidad de los estudiantes y proporciona

multiples vias para hacer que las ideas sean significativas.

Una herramienta para el desarrollo cognitivo en esta etapa es generar oportunidades para que
los alumnos presenten soluciones matematicas de multiples maneras (por ejemplo, simbolos,
graficos, tablas y palabras). Eggen y Kauchak (2000) sefialaron que, si bien una forma
especifica de representar una idea es significativa para algunos estudiantes, una representacion

diferente podria ser mas significativa para otros.
Etapa de las operaciones formales

En esta etapa el nifio puede realizar conjeturas y deducir posibles resultados. Ademas, empieza
a ampliar patrones de pensamiento abstracto debido a que el razonamiento se realiza a través

de simbolos matematicos sin la necesidad de percepcion.

Por ejemplo, el alumno puede resolver x + 2x =9 sin tener que referirse a una situacion concreta
presentada por el profesor, como por ejemplo, “Tony se comid un cierto numero de dulces. Su
hermana se comi6 el doble. Ambos comieron nueve. ;Cudntos comié Tony?” Las habilidades
de razonamiento dentro de esta etapa se refieren al proceso mental involucrado en la
generalizacion y evaluacion de argumentos logicos (Anderson, 1990) e incluyen: aclaracion,

inferencia, evaluacion y aplicacion.



Aclaracion. La aclaracion requiere que los estudiantes identifiquen y analicen los elementos de
un problema, permitiéndoles descifrar la informacion necesaria para resolverlo. Al alentar a los
estudiantes a extraer informacion relevante de una declaracion de problemas, los profesores

pueden ayudarlos a mejorar su comprension matematica.

Inferencia. Los estudiantes en esta etapa estan preparados para hacer inferencias inductivas y
deductivas en matematicas. Las inferencias deductivas implican el razonamiento de conceptos
generales a instancias especificas. Por otro lado, las inferencias inductivas se basan en extraer

similitudes y diferencias entre objetos.

Evaluacién. La evaluacion implica el uso de criterios para juzgar la idoneidad de una solucion
del problema. Por ejemplo, el estudiante puede seguir una rubrica predeterminada para juzgar
la correccidon de su solucion a un problema. La evaluacion lleva a formular hipdtesis sobre

eventos futuros, asumiendo que la resolucion de un problema es correcta hasta el momento.

Aplicacion. La aplicacion involucra a los estudiantes que conecten conceptos matematicos con
situaciones de la vida real. Por ejemplo, el estudiante podria aplicar su conocimiento de
ecuaciones racionales a la siguiente situacion: “Si mi primo es tres afios mayor que mi hermana

y la suma de sus edades es de 35, ;qué edades tienen?”

Objetivos

Los objetivos que se exponen en este trabajo, tienen un doble alcance: general y especificos.

El objetivo general consiste en el disefio y posterior implementacion de una propuesta didactica
en el aula de 2° de Educaciéon Segundaria Obligatoria (ESO) a fin de diagnosticar sus
conocimientos sobre los procedimientos algebraicos bésicos, y clasificar los fallos que surgen

al operar con expresiones no solo numéricas sino también algebraicas.

Por ello, se introducird una nueva metodologia cercana al alumno, estableciendo como

objetivos especificos:

e Seleccionar y elaborar un dossier de material manipulativo especifico para el
aprendizaje del algebra.

e Plantear actividades con operaciones entre expresiones algebraicas, la simplificacion
de expresiones racionales y la factorizacion sobre los diversos conjuntos numéricos.

e Analizar las representaciones de los problemas desarrollados, prestando especial
atencion a la representacion pictorica del problema, y al lenguaje simbolico.

e Plantear y resolver problemas que conducen a ecuaciones lineales.



Descripcidn del proceso de elaboracion del trabajo

La metodologia especifica del trabajo consiste en la combinaciéon de una investigacion
bibliografica con un estudio de campo. En la investigacion bibliografica se detallan las
caracteristicas mas notables del uso del material manipulativo y sus aplicaciones en el aula a
través de un marco tedrico. El estudio de campo se realiza en tres aulas de 2° de Educacion

Secundaria Obligatoria (ESO).
Las partes que conforman el estudio son las siguientes:

1. Marco legislativo: Se ha realizado un analisis bibliografico de los diferentes informes,
publicados por organismos e instituciones sobre los errores cometidos por los
estudiantes, que hemos considerado mas relevantes en el inicio del algebra. , ademas
de las recomendaciones del National Council of Teachers of Mathematics (2000) y el
Common Standars (2010).

2. Marco teorico: Se han tratado los antecedentes y las consideraciones teodricas de la
ensefanza del algebra.

3. Marco metodologico: Se detalla el uso del material manipulativo para la ensefianza de
la factorizacion y expansion de las expresiones algebraicas dentro del aula. Se incluye

la implementacion y resultados del plan disefiado.

Marco Legislativo

La competencia matemadtica recogida en la Orden 75/2015, de 21 de enero, por la que se
redactan los vinculos entre las competencias clave, los contenidos y los criterios de evaluacion
en la educacion primaria, educacion secundaria obligatoria y el bachillerato, se explicita como
“La capacidad de aplicar el razonamiento matematico y sus herramientas para describir,

interpretar y predecir fendémenos en su contexto” (p.8).

Propuesta del National Council of Teachers of Mathematics

El National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) en su publicacion Principios
y Estandares para las matematicas escolares, propone el Algebra como uno de los cinco bloques
de contenido, con la peculiaridad de que este bloque se debe desarrollar no solo desde niveles

de secundaria sino incluso desde los primeros afios de escolarizacion.

Evidentemente no se trataria de impartir un curso de Algebra, sino de desarrollar el

pensamiento algebraico a lo largo de su periodo educativo.
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El 4lgebra en el sistema educativo de la Comunidad de Madrid

En el Disefio Curricular Base y Decreto de Primaria del Ministerio de Educacion, Cultura y
Deporte no hace mencién a contenidos que puedan sugerir nociones o actividades propias del
inicio del razonamiento pre-algebraico. El primer nivel educativo, donde aparecen los primeros

contenidos algebraicos, es el primer curso de la Educacion Secundaria Obligatoria (E.S.O.).

De acuerdo con el Real Decreto 1105/2014, por el que se establece el curriculo basico de la
Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato, un contenido en 1° de la E.S.O. es el
siguiente: “Operaciones con expresiones algebraicas o simbolicas muy sencillas. Ecuaciones.
Resolucion de ecuaciones sencillas” (Real Decreto 1105, 2014, p.411). Es el primer contenido
de la ensefianza obligatoria que aparece en el curriculo y que contiene algebra mediante
ecuaciones. Estas nociones son insuficientes para muchos de los estudiantes cuando se
introduce el algebra en la E.S.O. pues se presupone que estan preparados para utilizar cierto

nivel algebraico.

Molina (2009) recoge hace pocos aiios la situacion de la investigacion relacionada con el

aprendizaje del dlgebra en la escuela:

En las ultimas dos décadas se han realizado, a nivel internacional, numerosas
investigaciones que analizan y promueven la integracion del algebra en el
curriculo de la educacién primaria. (...) Se propone promover en las aulas la
observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas y, de este modo,
cultivar habitos de pensamiento que atiendan a la estructura que subyace a las
matematicas. (...) Esta propuesta persigue fomentar un aprendizaje con
comprension de las matemadticas y, en especial, facilitar el aprendizaje del
algebra. Se considera que diferentes modos de pensamiento algebraicos pueden
emerger con naturalidad de las matematicas propias de la educaciéon primaria y
tienen el potencial de enriquecer la actividad matemadtica escolar y, muy

especialmente, el aprendizaje de la aritmética (pp.135-136).

Common Core State Standars Initiative

Cuando revisamos la legislacion, es conveniente mirar a nuestro alrededor para conocer qué
esta sucediendo en otros paises y comprobar similitudes y distancias en el trabajo educativo.
Ya desde hace décadas la NCTM de Estados Unidos ha sido un referente con sus
recomendaciones en forma de estandares, por ello, hoy queremos acercarnos a las nuevas

recomendaciones dadas por la iniciativa Common Core State Standars (CCSSO), que
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desarrolla un enfoque coherente para mejorar el rendimiento a través del disefio de un plan de

estudios globalizado.

Se esfuerzan por seguir el disefio previsto por Schmidt y Houang (2002), no solo haciendo
hincapié¢ en la comprension conceptual de las ideas clave, sino también volviendo a los
principios de organizacion tales como el valor posicional y las leyes de la aritmética para

estructurar esas ideas.

Ademas, la "secuencia de temas y actuaciones" que se describe en un cuerpo de estandares de

matematicas debe respetar lo que ya se sabe sobre como aprenden los estudiantes.

Estas normas definen lo que los estudiantes deben entender y ser capaces de hacer en su estudio
de las matematicas. Pero pedirle a un estudiante que entienda algo también significa pedirle a
un docente que evallie si el estudiante lo ha entendido. Pero ;cémo es la comprension
matematica? Una forma en que los docentes pueden hacer eso es pedirle al estudiante que
justifique, de una manera que sea apropiada para la madurez matematica de su etapa, por qué
una afirmaciéon matematica en particular es verdadera o de donde proviene una regla
matematica. La comprension matematica y la habilidad de procedimiento son igualmente
importantes, y ambas son evaluables mediante el uso de tareas matematicas de suficiente

riqueza.

Los cambios clave que solicita el CCSSO se recogen en la tabla 1, en relacion a nuestro tema

de investigacion.

Tabla 1. Common Core State Standards for Mathematics

1. Mayor enfoque en menos temas
El Common Core exige un mayor enfoque en las matematicas. En lugar de correr para cubrir
muchos temas en un plan de estudios, piden a los maestros de matematicas que reduzcan
significativamente y profundicen la forma en que se gastan el tiempo y la energia en el aula.
Esto significa enfocarse profundamente en el trabajo principal de cada grado de la siguiente
manera:

e En los grados K — 2: conceptos, habilidades y resolucion de problemas relacionados

con la suma y la resta
e En los grados 3 a 5: conceptos, habilidades y resolucion de problemas relacionados

con la multiplicacion y division de niameros enteros y fracciones
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e En el grado 6: relaciones y relaciones proporcionales, y expresiones y ecuaciones
algebraicas tempranas
e En el grado 7: relaciones y relaciones proporcionales, y aritmética de numeros
racionales
e En el grado 8: algebra lineal y funciones lineales.
Este enfoque ayudara a los estudiantes a obtener bases sélidas, incluida una comprension
solida de los conceptos, un alto grado de habilidad y fluidez en los procedimientos, y la
capacidad de aplicar las matematicas que conocen para resolver problemas dentro y fuera
del aula.
2. Coherencia: vinculacion de temas y pensamiento a través de los grados
Las matematicas no son una lista de temas desconectados, trucos o nemotécnicos; €s una
estructura de conocimiento coherente formado por conceptos interconectados. Por lo tanto,
los estandares estan disefiados alrededor de progresiones coherentes de un grado a otro. El
aprendizaje estd cuidadosamente conectado a través de los grados para que los estudiantes
puedan desarrollar una nueva comprension sobre las bases construidas en afios anteriores.
Por ejemplo, en 4° grado, los estudiantes deben “aplicar y extender los conocimientos previos
de multiplicacion para multiplicar una fraccion por un niimero entero” (Estandar 4.NF.4).
Esto se extiende a 5" grado, cuando se espera que los estudiantes desarrollen esa habilidad
para “aplicar y extender los conocimientos previos de la multiplicacion para multiplicar una
fraccién o un ntimero entero por una fraccion” (Estandar 5.NF.4). Cada estandar no es un
evento nuevo, sino una extension del aprendizaje previo.
La coherencia también esta incorporada en los estandares en cuanto a como refuerzan un
tema principal al utilizar temas complementarios y de apoyo. Por ejemplo, en lugar de
presentar el tema con una serie de datos como un fin en si mismo, el tema se usa para apoyar
los problemas verbales en el que los estudiantes aplican habilidades matematicas para
resolver problemas.
3. Rigor: perseguir la comprension conceptual, las habilidades de procedimiento y la
fluidez, y la aplicacion con la misma intensidad
e Rigor: se refiere al dominio profundo y auténtico de los conceptos matematicos, que
no dificultan las matematicas ni introducen temas en los grados anteriores. Para
ayudar a los estudiantes a cumplir con los estandares, los educadores deberan
perseguir, con igual intensidad, tres aspectos de rigor en el trabajo principal de cada

grado: comprension conceptual, habilidades de procedimiento y fluidez, y aplicacion.
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e Comprension conceptual: los estdndares exigen la comprension conceptual de
conceptos clave, como el valor de posicion y las proporciones. Los estudiantes deben
poder acceder a los conceptos desde varias perspectivas para ver las matematicas
como algo mas que un conjunto de mnemonicas o procedimientos discretos.

e Habilidades de procedimiento y fluidez: los estdndares exigen velocidad y precision
en el calculo. Los estudiantes deben practicar funciones bésicas, como la
multiplicacion de un solo digito, para tener acceso a conceptos y procedimientos mas
complejos. La fluidez debe abordarse en el aula o mediante materiales de apoyo, ya
que algunos estudiantes pueden requerir mas practica que otros.

e Aplicacion: Los estandares exigen que los estudiantes usen las matemadticas en
situaciones que requieren conocimiento matematico. La aplicacion correcta del
conocimiento matematico depende de que los estudiantes tengan una comprension

conceptual solida y fluidez en los procedimientos.

Fuente: CCSSO (2009). Recuperado de: http://www.corestandards.org/other-resources/key-shifts-in-mathematics/

Segun establece CCSSO, al finalizar sexto grado los estudiantes deben entender el uso de las
variables en las expresiones algebraicas, y utilizan la idea de mantener la igualdad en ambos
lados de una ecuacion. El sistema educativo espafiol continlia con una ensefianza tradicional

del algebra, lo que conlleva a una serie de dificultades que veremos a continuacion.

Marco Teodrico

La ensenanza tradicional del algebra ha sido criticada en la ultima década del siglo XX por
numerosos expertos en la materia (Booth, 1999; Kaput, 1995, 1998, 2000). Unos afios antes,
en 1980, Kindt hizo hincapié en tres grandes problemas en los que ha incurrido este tipo de
ensefanza: “falta de atencion a la generalizacidon y razonamiento, un salto demasiado rapido al
tratamiento formal del algebra, y la falta de claridad en para qué y para quién es de utilidad el
algebra” (Molina, 2006, p.43). Las disimilitudes entre la actual y la tradicional ensefianza del
algebra han conducido a buscar una forma mas util para su ensefianza, debido a la importancia
del pensamiento abstracto que conlleva el algebra, y para facilitar su comprension a todo tipo

de estudiantes.
Aritmética y Algebra

Partimos de una referencia, de hace ya algunos afos, centrada en donde podemos poner esa

linea divisoria no existente entre la aritmética y el algebra,


http://www.corestandards.org/other-resources/key-shifts-in-mathematics/
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Los ntimeros, como todos los objetos de los conocimientos humanos se pueden
considerar en general y en particular, es decir, bajo la relacion de sus leyes y bajo la
de sus hechos. Por ejemplo, esta proposicion: La suma de dos nlimeros multiplicada
por su diferencia; es igual a la diferencia de sus cuadrados, es una ley de los numeros,
porque se aplica generalmente a todos ellos; mientras que ésta: once multiplicado por
cinco es igual a cincuenta y cinco, es un hecho de dos nimeros, porque solo se aplica

a los nimeros 11, 5y 55.

Esta distincion divide a la ciencia de los nimeros en dos ramas generales, de las cuales
el que trata de leyes es el Algebra, y el que trata de hechos es la Aritmética (Vallejo,
1981, citado por Gomez, 1995, p.61).

Se define la aritmética como el estudio de los sistemas numéricos, sus relaciones reciprocas y
sus reglas (Gomez, 1988). Mientras que se considera al dlgebra como el estudio de conjuntos
de elementos, y de las caracteristicas formales de sus leyes de composicion (Bouvier y George,
2000). Debido a ello, el algebra es un mecanismo para la comprension, expresion y
comunicacion de generalizaciones, para revelar estructura, para establecer conexiones y para

formalizar los argumentos matematicos (Arcavi, 1994; Gomez, 1995).

Tras el cambio que se produjo en 1960 con respecto a la ensefianza de las matematicas, ésta se
dividio en distintas ramas, lo que conllevo a que la aritmética se desligara del algebra, siendo
esta ultima considerada como la generalizacion de la primera. En palabras de Drijvers y
Hendricus (2003), hay una relacion reciproca entre ambas: “el algebra tiene sus raices en la
aritmética, mientras que la aritmética tiene muchas particularidades para simbolizar,

generalizar y razonar algebraicamente” (p. 44).

Hewitt (1998) y Manson, Graham y Johnston-Wilder (2005) plantean la relacion entre el
algebra y la aritmética desde un punto de vista opuesto. Pues para ellos, el algebra esta
condicionada por la aritmética: “la aritmética necesita del pensamiento algebraico” (Manson
et al., 2005, p.59), “la aritmética es imposible sin el algebra” (Hewitt, 1988, p.19). Esta
percepcion se debe a que la aritmética no se basa en la mera memorizacion de los algoritmos
para poder realizar calculos, sino en el aprendizaje de los métodos. Asi pues, en el aprendizaje
de la aritmética los estudiantes deben interiorizar las generalizaciones que se encuentran

implicitas, relativas a la estructura aritmética.

La aritmética se sita antes que el algebra en el curriculo escolar, al considerarse que la

generalizacion de la aritmética es un componente fundamental para el algebra. Esta idea es
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defendida alegando que el algebra necesita de un pensamiento formal mientras que la aritmética
no, y dado que dicho pensamiento se desarrolla posteriormente, el algebra debe iniciarse

después de la aritmética (Lins y Kaput, 2004).

Las diferencias que hemos considerado mas relevantes entre la aritmética y el algebra escolar
se recogen en la tabla 1, las cuales han sido detalladas en los estudios de Kieran (1989, 1992),

Linchevsky (1995), Van Ameron (2002) y Rojano (2002), entre otros.

Tabla 2. Principales diferencias entre la aritmética y el dlgebra escolar.

Aritmética Algebra

Objetivo general: encontrar una solucion | Objetivo general: generalizar y simbolizar

numérica. métodos de resolucion de problemas.

Generalizacion de situaciones relativas a | Generalizacion de  relaciones  entre

numeros concretos. numeros, reduccion a la uniformidad.

Manipulacion de nimeros fijos. Manipulacion de variables.

Las simbolizaciones son etiquetas de | Los simbolos son variables o incdgnitas.

medidas o abreviaturas de un objeto.

Las expresiones simbolicas representan | Las expresiones simbolicas son

procesos. consideradas como productos y procesos.

Las operaciones se refieren a acciones. Las operaciones son objetos autdbnomos.

Las operaciones son consideradas de forma | Predomina una vision unitaria de las
unitaria y binaria. operaciones al ser asignado el signo

operacional al término al que acompafia.

El signo igual anuncia un resultado. El signo igual representa equivalencia.
Razonamiento con cantidades conocidas. Razonamientos con cantidades
desconocidas.

Modo unidireccional de procesar la | Modo bidireccional de procesar la

informacion informacion.

Problemas lineales con una incognita. Problemas con multiples incognitas.

Fuente: Molina (2006, p.36)

Problematicas asociadas en el aprendizaje del algebra
Las dificultades asociadas al razonamiento algebraico son analizadas en distintas

investigaciones (Janvier, 1987; Kieran y Filloy, 1989; Kieran, 1992; Duval ,1993; Kaput, 1999;
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Chevallard, Bosch y Gascon, 1997; Bolea, Bosch y Gascon, 2001; Godino, 2002; Godino,

Batanero y Font, 2007) que vamos a resumir de manera breve desde los hitos mas resefiables.

Desde la rama de la psicologia, Kieran y Filloy (1989) han identificado las causas que
repercuten sobre la ensefanza y aprendizaje del algebra, en el que ponen de manifiesto los
efectos adversos al enfocar el algebra como aritmética generalizada. En lo referente al punto
de vista lingiiistico analizado por Janvier (1987), Kaput (1999) y Duval (1993), que consideran
al lenguaje algebraico como el lenguaje elemental de las matematicas, centrado en el interés de
alcanzar los conceptos matematicos en el momento que haya una armonizacion, sin
discordancias, entre las distintas representaciones del objeto matematico a tratar. Las
indagaciones de Chevallard, Bosch y Gascon (1997), Bolea, Bosch y Gascon (2001), Godino
(2002), Godino, Batanero y Font (2007), desde el punto de vista antropoldgico y ontosemiotico,
adoptan un enfoque pragmatico, enfocado en el estudio de los objetos matematicos tanto a nivel
institucional como personal, analizando los resultados obtenidos de la transposicion didactica
escolar y tratando de incorporar los aspectos sintdcticos, semanticos, pragmaticos y

socioculturales.

Como aspectos especificos del desarrollo educativo del Algebra hay que destacar los estudios
realizados por Brousseau (1983), Palarea y Socas (1994), Socas (1997), Kieran (1997), Pizoén
y Gallardo (2000), Vicario (2002) y Cajaraville, Cachafeiro, Fernandez, Ferro y Salinas (2012),
en donde se intentan encontrar respuestas una cuestion: ;Qué pueden llevar a cabo y qué no los
discentes en su iniciacion al algebra? Esta idea se puede observar en las siguientes

consideraciones.

Los obstaculos epistemoldgicos y didacticos que originan una serie de equivocaciones
metodicas y perseverantes que deben vencerse para conseguir nuevos conocimientos
(Brousseau, 1983). Palarea y Socas (1994) estan identificados con tres tipos de errores: (a)
obstaculos cognitivos; (b) errores del dlgebra que estan en la aritmética; y (c) errores del algebra
debidos a caracteristicas propias del lenguaje algebraico. También Socas (1997), describe tres
tipos de errores: (i) aquellos que tienen origen en un obstaculo; (ii) los que tienen origen en
ausencia de sentido; y (iii) cuyo origen radica en actitudes afectivas y emocionales. En las
investigaciones de Kieran (1997), indica que en los problemas de algebra elemental, en los que
se ensefian la letra como un valor desconocido que se debe calcular, las cuestiones conceptuales
de los estudiantes se centran en: (o) entender las letras como elementos que se utilizan para

representar incognitas, nimeros generalizados y relaciones entre cantidades; () reproducir los
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problemas a modelos algebraicos, basados en ecuaciones que simbolizan las cantidades
desconocidas y los otros datos del problema, segun relaciones explicitas o implicitas en el
enunciado del mismo; y (Y') resolver dichas ecuaciones. Estos problemas conceptuales generan

dificultades de aprendizaje en los estudiantes.

El algebra y el codigo alfanumérico, como lenguaje especifico

Segun Godino y Font (2004) y Cajaraville et al. (2012) las primeras experiencias con el algebra
estan relacionadas con la aritmética generalizada, las cuales son importantes para la
comprension progresiva del lenguaje algebraico, y el concepto matematico que hace posible
esta generalizacion es el de variable. Asi, el uso de las letras en matematicas parece ser
inevitable, la simbologia literal es un recurso potente que facilita la resolucion de problemas.
Sin embargo, a las letras suele darse diferentes usos. Kiichemann (1980) pone de manifiesto
que la interpretacion y comprension del uso de las letras en contexto algebraico progresa
mediante seis etapas, que constituye un referente para la categorizacion y definicion del uso de
las letras propuesta, analizada por distintos autores (Enfedaque, 1990; Grupo Azarquiel, 1991;
Ursini y Trigueros, 1998; Usiskin, 1999; Rojas, Rodriguez, Romero, Castillo y Mora, 1999; y

Kieran, 2006). En la tabla 3 podemos encontrar una sintesis del uso de las letras.

Tabla 3. Etapas del uso de las letras segun Kiichemann

La letra evaluada. A la letra se le asigna un valor numérico en vez de considerarla como un
valor desconocido. Por ejemplo, si a + b = 10,entoncesa+ b +c =;7?

La letra no usada. A la letra no se le da un significado concreto. Por ejemplo, multiplica 5n
por la expresion n+6.

La letra como objeto. A la letra se le asigna un nombre para un objeto. Por ejemplo, un
platano cuesta 30 céntimos de euro, y el melocoton cuesta 45 céntimos de euro. Si “x” es el
numero de platanos e “y” es el nimero de melocotones ;Qué simboliza la expresion 12x+8y?
La letra como incognita. La letra se entiende como un nimero especifico pero desconocido
y operan creyendo que es asi, a pesar de que no es lo que se esta pidiendo en el ejercicio. Por
ejemplo, ;Cuando es verdadera la expresion “E+F+G= E+T+G”? Sefiala la respuesta
correcta: siempre; nunca; a veces; cuando. ..

La letra como nimero generalizado. La letra puede tener varios valores, no tiene porqué

ser unico. Por ejemplo, Si v+w=10y w<v. ;Qué podrias decir de w?
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La letra como variable. La letra representa un rango de valores y se puede establecer una
relacion entre diferentes variables. Por ejemplo, si A+B=5 ;Qué le ocurre a A si B se
incrementa en 7?7

La letra como relacion funcional. f(x)=x? - tg(x), aqui se puede apreciar que “x” varia en
un determinado conjunto de numeros y que, para cada valor de x, a f(x) se le asigna el valor

correspondiente mediante la expresion x? - tg (x).

Fuente: Cajaraville et al. (2012, p. 25)

La importancia que tiene lograr la comprension en la generalizacion que desempefia la letra
como variable es una tarea ardua para muchos estudiantes, tras la observacion de numerosos
errores (conceptuales, procedimentales y estructurales) que cometen los estudiantes, y que han
sido puestos de manifiesto reflejados en diferentes investigaciones y documentos curriculares
de amplia difusion internacional como, por ejemplo, Kiichemann (1980), Furinghetti y Paula
(1994), Schoenfeld y Arcavi (1999), Usiskin (1999), NCTM (2000), Bardini, Radford y Sabena
(2005), Trigueros y Ursini (2006) entre otros.

El signo igual en el contexto algebraico

El signo igual juega un papel fundamental en el desarrollo del pensamiento algebraico. Es un
simbolo que relaciona la equivalencia y la sustitucion entre los dos lados de la ecuacion. El
hecho de que un nifilo comprenda que la expresion 5+3= 2+6 es correcta, ya que ambas partes

son iguales, es una buena sefial, pues posee un conocimiento adecuado de algebra y aritmética.

Décadas de investigacion han demostrado que los escolares suelen tener bastante dificultad
para entender el signo igual (Kieran, 1981; Sfard y Linchevski, 1994; Linchevski y Herscovics,

1996; Knuth, Alibali, McNeil, Weinberg y Stephens, 2011; Burgell y Ochoviet, 2015).

Molina (2006) y Molina et al. (2009) especifican once conceptos diferentes del signo igual, en
los que se puede diferenciar aquellos que son reconocidos y utilizados por la comunidad
matematica, los propios de la matemadtica escolar y los que aparecen mediante el uso y

deducciones de los estudiantes, que pueden ser matematicamente correctos o no.

En la tabla 4 que se presenta a continuacion exponemos los significados con los ejemplos que

proponen los autores:

Tabla 4. Interpretaciones del signo igual

1. Propuesta de actividad. Refiere al uso del signo en expresiones incompletas, con

una cadena de nuimeros o simbolos vinculados por simbolos operacionales a la
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izquierda del signo de igual y un espacio vacio a la derecha de este. Ejemplos: 16: 3 =

;x(x+1)—3x(x+5) =.

Operador (u operacional). Refiere al uso del signo como un simbolo que separa una
cadena o secuencia de operaciones, que se sitilan a la izquierda, y su resultado, que se

dispone a la derecha. Ejemplos: 4 X 5 = 20; x(x — 2) + 3x2 = 4x? — 2x.

Si bien Molina et al. (2009) proponen un ejemplo algebraico en donde a la derecha
del signo de igual hay mas de un término, en el contexto de la aritmética esto no

ocurre, la respuesta es un tinico niumero escrito a la derecha del signo de igual.

Expresion de una accion. Este es un significado bidireccional del signo, que extiende
el significado de operador recién resefiado. Aqui la cadena o secuencia de operaciones
va indistintamente a la izquierda o a la derecha, y el resultado, en el otro miembro.

Ejemplos : 2x = x(x —2) —x% + 4x; 24 =12+ 12; 12+ 12 = 24.

Separador. Este uso, matematicamente incorrecto, se lo dan algunos alumnos al
utilizarlo en contextos algebraicos como separador de los pasos realizados en la
resolucion de una actividad. Ejemplo: Vx2 + 1 =vVx =x?+1=x=x?—x+1=
0. En el ejemplo los signos de igual que cumplen este papel son el segundo y el cuarto

de izquierda a derecha.

Expresion de una equivalencia. Refiere al uso del signo para relacionar dos

representaciones diferentes de un mismo objeto matematico.

5.a) Equivalencia numérica. Indica el mismo valor numérico en las expresiones
aritméticas que se encuentran en ambos miembros. Ejemplos: 4 +5 =3 +
6;2V3 = V12.

5.b) Equivalencia simbélica. Indica el mismo valor numérico de dos expresiones
algebraicas para todos los valores de las variables. Ejemplos: x2 + 2x =
x(x+2);a+b=>b+a.

5.c) Identidad estricta. Aqui las expresiones a ambos lados representan el mismo
objeto matematico con el mismo representante. Ejemplos: 3 = 3; x = x; x +

5=x+5
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5.d) Equivalencia por definicion o por notacion. Indica la equivalencia de dos

expresiones numéricas o algebraicas por definiciéon o por el significado de la

notacion utilizada. Ejemplos: Z = g; 100cm = 1m.

6. Expresion de una equivalencia condicional (ecuacion). Se encuentra en el contexto
del algebra cuando la equivalencia expresada por el signo de igual solo es cierta para
algiin o algunos valores de la o las variables, pudiendo inclusive no ser cierta para

ningun valor. Ejemplo:x? + 4x = 5x — 6.

7. Definicion de un objeto matematico. Se utiliza para definir o asignar un nombre a

una funcién u otro objeto matematico. Ejemplos: a® = 1; f(x) = 2x + 3.

8. Expresion de una relacion funcional o de dependencia. Refiere al uso para indicar
una relacion o dependencia entre variables o parametros. Ejemplos: y = 3x +

2; 1l = 2mr.

9. Indicador de cierta conexion o correspondencia. Significado impreciso que se
refiere a su uso entre objetos no matematicos o de distinta naturaleza, como por
ejemplo entre imagenes o figuras y nimeros, o entre expresiones matematicas y no

matematicas.
Ejemplo: © + @ + @ = 3.

10. Aproximacion. Este significado corresponde al uso del signo para relacionar una

expresion aritmética y una aproximacion de su valor numérico.
1 . 1 —
Ejemplo: 3= 0,33

11. Asignacion de un valor numérico. El signo asigna un valor numérico a un simbolo.

Ejemplo: si x = 4 ; cual es el valor de x* — 5?

Fuente: Molina et al. (2009, pp. 346-348)

Molina et al. (2009) refieren que el concepto de expresion de una equivalencia es el unico que
hace alusion a una relacion que verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva, y que
en el resto, la relacion no es reflexiva, y a veces, tampoco transitiva. También destacan que, en
al menos seis de los significados que se muestran en la tabla 4, el signo igual se utiliza en

sentido unidireccional.
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El aprendizaje con material manipulativo. Algebra Tiles

Somos conscientes que la educacion actual necesita una reestructuracion, pues estamos en un
mundo en constante cambio y evolucion, y los tiempos actuales nos demandan unas nuevas
estrategias y metodologias en la ensefianza. Pero sabemos que hay docentes que se resisten al
cambio, es decir, utilizan la misma formula de siempre, teniendo ellos el control y siendo los
estudiantes meros espectadores. Nadie sabe a ciencia cierta como deberia de ser, de hecho, no

hay un modelo tnico, pero si un principio claro: docentes y discentes aprendiendo a la vez.

En la ensefianza de las matematicas, una de las grandes dificultades con las que nos
encontramos es la interiorizacion de procesos y la abstraccion de los contenidos que se trabaja.
De acuerdo con esto, se han integrado al aula recursos, que Godino, Batanero y Font (2003,

citado en Uicab, 2009, p. 1010) han clasificado en dos grupos:

Ayudas al estudio (libros, tutoriales, etc.) y materiales manipulativos, estos ultimos
enfocados en apoyar y potenciar el razonamiento matematico: manipulativos tangibles
(concretos) los cuales propician un marco para la resolucion de problemas, discusion,
comunicacion y reflexion, y manipulativos grafico - textuales - verbales, en los cuales

participan la percepcion visual y/o auditiva; graficas, simbolos, tablas, etc.

Analizaremos el potencial del material manipulativo Algebra Tiles para abordar situaciones de
ensenanza referidas al algebra elemental, contenido relevante de la educacion basica. Dicho
material consta de varios cuadrados grandes y pequefios y rectdngulos de ciertas dimensiones,

como se puede observar en la figura 1.
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Figura 1. Piezas del Algebra Tiles



22

Los materiales por si solos no surten efecto, el poder de quien los utiliza para un fin es lo que

los hace valiosos.

Por ello, tenemos que tener en cuenta los siguientes aspectos (Mancera,1998):

X/
°e

X/
°e

Observar constantemente en lo que trabajan los estudiantes.

Programar cuidadosamente cada sesion con los materiales.

Prestar atencion a los planteamientos de los estudiantes. Hay que escucharlos con
detenimiento lo que plantean porque es lo que nos permitird interpretar adecuadamente
sus dudas o reflexiones.

Permitir que los estudiantes se apoyen o corrijan unos a otros. En definitiva, abandonar
la posicion del docente autoritario y totalmente directivo.

Facilitar la participacion de los estudiantes, sin importar si se equivocan o proceden de

manera correcta, pues el docente corregira lo necesario.

La utilizacién de cualquier tipo de materiales significa un cambio en la ensefianza, aunque su

uso no garantiza un €xito por si solo, como mencionamos anteriormente. Son recursos que

apoyan la actividad docente, pero no son el sustituto de nada.

Con este trabajo se pretende mostrar algunos elementos que sirvan para el desarrollo conceptual

en el algebra y a su vez como punto de partida para favorecer el manejo operativo.

Es mejor contar con recursos para que los alumnos construyan algunos elementos por
si mismos y den sentido a lo que se les ensefia, pues ante el olvido irremediable
contaran con estrategias para reconstruir un proceso o un concepto, sabemos que no
podemos confiar s6lo en la memoria. Si alguien no recuerda cierta férmula o
procedimiento, pero sabe bien a lo que refiere, podrd generar ideas para utilizar
procedimientos alternos o resolver satisfactoriamente las situaciones que enfrenta, lo

cual puede propiciarse con el uso de los materiales manipulativos (Mancera, 1998,

p-5)

Veamos como se resuelve la ecuacion lineal x — (—)4 = 2 en la figura 2 con Algebra Tiles.
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Example 38.
Solve.

x—(4)=2
Solution. ]
1. Model the variable.

= |

HEEE
O ]

2, Add enough zero pairs for
subtraction.

I = |

| ==
T

3. Madel the equation.

= |

| 2
X +4=2
4. Solve the equation. _!
O I O I
| |

.-

x =-=2

Figura 2. Resolver x-(-4) =2 mediante el material Algebra Tiles. Recuperado de: https://media4math.com/library/math-
example-algebra-tiles-example-38.

Enfoque competencial.

Los estandares y expectativas especificos referentes a los distintos bloques de contenidos y
procesos (NCTM, 2003) junto con los contenidos matematicos, constituyen el conjunto de
conocimientos matematicos que favorecen la competencia matematica.

Los procesos matematicos, de acuerdo con Alsina (2012), destacan las formas

de adquisicion y uso del conocimiento matematico: pensar, razonar, modelizar, etc.

Iniciar el enfoque competencial desde las edades més tempranas, es especialmente
significativo, pues de esta manera progresan los conocimientos matematicos paulatinamente y
crece la habilidad para adaptar conceptos y destrezas con més fluidez en distintos &mbitos de
su vida (Alsina,2016).

Esta postura, destaca la importancia y la necesidad de entender las matematicas: “en este
mundo cambiante, aquellos que comprendan y puedan hacer uso de las matematicas tendran
cada vez méas oportunidades y opciones para determinar su futuro. La competencia matematica
abre puertas a un porvenir productivo; su carencia las mantiene cerradas” (NCTM, 2003, p. 5).
Desde este enfoque, Alsina (2010) sugiere que para fomentar el progreso de la competencia
matematica es necesario partir de contextos de aprendizaje significativo y apropiados a las
necesidades de los estudiantes. Debido a ello, Alsina (2016), hace una comparacion con la
piramide de la alimentacion, y desarrolla la “Piramide de la Educacion Matematica” indicando

el tipo de recursos necesarios para desarrollar el pensamiento matematico y su frecuencia de
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uso mas recomendable (Figura 3). Y es que como en la piramide alimenticia, no prescinde de
ningun recurso, s6lo comunica sobre la limitacion de uso, por eso es una herramienta util para

aquellos docentes que quieran hacer de su metodologia una garantia de educacion matematica.

Libro

Recursos
tecnologicos:
ordenador,
calculadora...

Recursos literarios: narraciones,
adivinanzas, canciones

Recursos ludicos: juegos

Recursos manipulativos: materiales inespecificos,
comercializados o disefiados.

Situaciones cotidianas, matematizacion del entorno,

exploracion con el propio cuerpo.

Figura 3. Pirdmide de la Educacion Matemdtica. Fuente: Alsina (2016, p. 13)

En el cimiento estdn todos los medios que requieren los estudiantes, los que deberian
“consumir” diariamente para progresar en la competencia matemadtica: las situaciones
problematicas, los retos diarios, la observacion y el andlisis matematico, la manipulacién con
diferentes materiales, y los juegos educativos. A continuacién, emergen los que deben
“tomarse” a menudo durante la semana, de manera alterna, correspondientes a los recursos
tecnologicos y literarios. Por ultimo, en la cumbre, aparecen aquellos que deberian usarse de
manera ocasional, especificamente los libros de texto. No obstante, en la practica diaria de
algunos docentes este organigrama estd invertido, lo que conlleva a aprendizajes poco
significativos, la falta de interés, comprension, etc. Por lo que creemos que es necesario
reflexionar sobre el tipo de actividades para que los estudiantes desarrollen su competencia

matematica (Alsina, 2016).

Es por ello, que propone las siguientes fases (Tabla 5) para el disefio de las actividades

matematicas competenciales en el aula:

Tabla 5. Fases para el disefio de las actividades matemdticas competenciales

Fase 1: Matematizacion del contexto de ensenianza-aprendizaje. Consiste en analizar

todos los contenidos matematicos (nimeros y operaciones, algebra, geometria, medida




y andlisis de datos y probabilidad) que pueden trabajarse en el contexto de aprendizaje,
y establecer a través de qué procesos van a trabajarse.

Fase 2. Trabajo previo en el aula. Cualquier actividad formativa requiere partir de los
conocimientos previos de los alumnos, puesto que si la distancia entre lo que el
estudiante sabe y lo que se planifica que aprenda es demasiado grande, el aprendizaje
dificilmente va a producirse. Y en el caso que se produzca, serd un aprendizaje
desconectado del resto, puesto que no sera posible realizar ninglin tipo de conexion.
Desde este punto de vista, una vez determinado el contexto de ensefianza-aprendizaje
se inicia un didlogo con los estudiantes para recoger sus conocimientos previos y
experiencias.

Existen diversos recursos posibles para hacer emergen los conocimientos previos,
aunque uno de los mas adecuados son las buenas preguntas. En los procesos de
interaccion, didlogo y negociacion, las buenas preguntas se erigen como uno de los
instrumentos de mediacion mas idoneos, ya que pueden hacer avanzar desde unos
primeros niveles de concienciacion sobre lo que uno ya sabe o es capaz de hacer hacia
niveles mas superiores (Mercer, 2001).

En el marco de este didlogo, entre todos se pacta el material para trabajar en contexto
y documentar el trabajo que va a realizarse durante el transcurso de la actividad: una
camara digital para poder documentar en contexto, o bien otros materiales que sean
necesarios para llevar a cabo la actividad: una cinta métrica, una calculadora, una
libreta para anotar los descubrimientos o para representar una idea matematica, etc.
Fase 3: Trabajo en contexto En esta fase es cuando se desarrolla la actividad
matematica competencial en el contexto de ensefianza-aprendizaje establecido, y la
practica docente del maestro deberia favorecer que los alumnos usen y comprendan las
matematicas en dicho contexto. Para ello, como se detallara en el apartado
correspondiente a la gestion de actividades matematicas competenciales, el maestro
deberia provocar situaciones que inviten a los alumnos a pensar, indagar, argumentar,
razonar, descubrir, comprobar, comunicar, conectar, modelar o bien representar ideas
matematicas. Asi, pues, durante la realizacién de la actividad competencial es
recomendable que el docente intervenga haciendo preguntas, mas que dando
explicaciones.

Fase 4. Trabajo posterior en el aula. Esta fase es fundamental para que los estudiantes

compartan los conocimientos adquiridos en contexto, consiguiendo de esta forma
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fomentar la co-construccion de nuevo conocimiento matematico a través del andamiaje
colectivo, asi como la consolidacion de aprendizajes ya adquiridos previamente.

Para lograr estas finalidades, de nuevo es aconsejable establecer un didlogo con los
estudiantes para que comuniquen lo que han aprendido, procurando en todo momento
que utilicen un lenguaje matematico adecuado. Ademads, para interiorizar los
aprendizajes adquiridos en contexto, puede resultar muy eficaz que los alumnos
representen graficamente el trabajo realizado.

Fase 5. Formalizacion de los aprendizajes adquiridos. Una de las finalidades de las
matematicas es representar de manera simbolica las situaciones concretas de la realidad
que nos rodea. Por esta razon, una actividad matematica competencial deberia finalizar,
a medida que avanzan las posibilidades de representacion de los estudiantes, con la
formalizacion de los aprendizajes matematicos adquiridos.

Desde esta perspectiva, los estudiantes deben ir adquiriendo progresivamente
herramientas que les permitan formalizar los aprendizajes a través del lenguaje escrito

en general, y el lenguaje algebraico en particular.

Fuente: Alsina (2016, pp. 14-16)
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Tras el desarrollo de las fases, podemos ver que se corresponden a una secuencia continua en

un flujo circular (Figura 4). Por lo que, una vez finalizada la actividad competencial, el

estudiante estara capacitado de un nuevo aprendizaje que le sera de utilidad para emprender un

nuevo ciclo. Y desde esta nueva secuencia se programaran otros aprendizajes para que, “desde

lo concreto, el estudiante pueda conectar con lo formal interiorizado en una actividad

competencial anterior, aumentando de esta forma la comprension del conocimiento

matematico” (Alsina, 2016, p.16).
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Fase 1:
Matematizacion
del contexto de
ensefnanza-
aprendizaje.

Fase 5.
Formalizacion Fase 2: Trabajo
de los previo en el
aprendizajes aula.

adquiridos.

Fase 4: Trabajo
posterior en el
aula.

Fase 3: Trabajo
en contexto

Figura 4. Fases de una actividad competencial

Para este tipo de gestion se requiere de un docente que participe activamente en el proceso de

ensefanza-aprendizaje.

Los contenidos algebraicos. Early Algebra

Kieran, Pang, Schifter y Fong (2016) hacen una investigacion en un campo relativamente
nuevo de estudio y practica docente denominada early algebra, enfocandose tanto en la
naturaleza del pensamiento algebraico como en las formas en que este pensamiento puede
desarrollarse en la escuela primaria. Dicho estudio se centra en los estudiantes de entre 6 y 12
aflos, y aunque nuestro trabajo se centra en edades posteriores consideramos que el enfoque
que dan estas teorias de aprendizaje es de especial interés, ya que podria ser una manera de

evitar obstaculos en el estudiante el hecho que el docente de Secundaria las conozca.

La comunidad early algebra, sostiene la necesidad de organizar el curriculo de las matematicas
como un continuo epistemologico, antes que pasar de la aritmética al algebra sin ningin
sentido. Esto hace que, en 1996 Kieran proponga un modelo de la actividad algebraica,

desarrollada en tres niveles descritos en la Tabla 6.
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Tabla 6. Modelo propuesto por Kieran de la actividad algebraica

Nivel 1. Actividad matematica que involucra objetos y expresiones algebraicas. Por ejemplo,
resolucion de problemas que precisen ecuaciones, patrones numeéricos geomeétricos,
relaciones numéricas.

Nivel 2. Actividad que suponga transformaciones de objetos basadas en reglas. Por ejemplo,
manipulacion de polinomios, factorizacidon o expansion, transformacion de ecuaciones y, en
general, progreso mediante expresiones equivalentes.

Nivel 3. Actividad en la que el algebra es una herramienta al servicio de otro propdsito. Por
ejemplo, en la modelizacidn, el estudio del cambio en un contexto, el analisis de relaciones,

la justificacion de reglas.

Fuente: Mufioz, Arnal, Beltrdn, Callejo y Carrillo (2017, p.21).

Estos niveles estructuran los usos y concretan los diferentes enfoques tedricos y practicos en
algebra. Por otra parte, el tercer nivel es mas que una manipulacién simbdlica, siendo el

precedente de las actividades algebraicas sucesivas.

Las actividades globales de meta-nivel de algebra pueden ser consideradas no solo
como parte de la actividad algebraica simbolico-literal, sino también como
precursoras de actividades generacionales y transformacionales que seran puestas en

juego mas adelante (Kieran, 2004, p.148).

Marco Metodologico

Debido a que el algebra estudia y pone en conocimiento las ideas matematicas utilizando
notacion simbolica, en ocasiones los estudiantes la encuentran abstracta y desconectada del

mundo real.

Para ello, usaremos material manipulativo dentro del aula. En el marco teérico ya hablamos de
una de las innovaciones en la metodologia era el utilizar dicho recurso, y hablamos sobre el
Algebra Tiles, pero nosotros hemos querido que sean los propios estudiantes los que elaborasen
los cuadrados y rectangulos que ya nos proporcionaba Algebra Tiles, pues para su construccion
ya debiamos ir introduciendo conceptos que desconocen y creimos oportuno iniciarlo desde un
principio. El material manipulativo que llevamos al aula fueron los cubos conectores, que se
clasifican como un recurso manipulativo tangible, siguiendo la agrupacion de Godino,
Batanero y Font (2003). La puesta en practica de dicho material se hizo con el propdsito de
aportar procesos de abstraccion, y asi el alumnado pudiese hacer el paso de lo tangible a lo

abstracto y por esa razon, determinaran el significado de conceptos matematicos, sin querer
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propiciar una dependencia del material. Buscamos que el aprendiz alcance las expresiones
polindémicas, en una o en dos variables, como areas que pueden representarse con los cubos, en
los que el alumnado ha construido previamente cuadrados y rectangulos, y por medio de su
uniodn y la posterior estructura (etapa que corresponde a la manipulacion directa del material),
se pueda deducir que, al encontrar la longitud de los lados del cuadrado o rectangulo resultante,
se estd realizando un proceso algebraico usando nociones de area (etapa de transicion
geometria-algebra), y que este desarrollo corresponde a la factorizacion de un polinomio (etapa

de abstraccion).

Con el fin de proporcionar experiencias nuevas de aprendizaje para que los estudiantes puedan
usar y desarrollar la comprension de los conceptos algebraicos, los docentes deben de tener en
cuenta los errores mas habituales que surgen en el alumnado cuando inicia el algebra. Por ello,
en el marco teorico se detallaron los obstaculos y las dificultades que entrafan a los estudiantes,
y de esta manera poder desarrollar una propuesta, que al tenerlas en cuenta, sean mas eficaces

para una mayor utilidad.

Contexto

El Centro donde se desarroll6 la propuesta didactica, se encuentra en el distrito VII de Alcalé
de Henares. Esta ciudad, situada a 30 km. al Este de Madrid, dentro de una comarca
industrializada denominada “Corredor del Henares”, tiene actualmente unos 200.000

habitantes.

La zona donde esta ubicado hay gran cantidad de viviendas de nueva construccion, tanto
bloques como viviendas unifamiliares, siendo el nivel socioecondémico de sus ocupantes de tipo

medio.

La practica se llevo a cabo en tres aulas distintas de 2° de ESO. Para poner en contexto al lector,

se exponen las diferencias significativas de estos grupos:

e En el primer grupo, tenemos un total de 25 estudiantes, uno de ellos esta considerado
de Altas Capacidades y otro de hiperactividad. En la primera evaluacion hubo un 64%
de aprobados, mientras que en la segunda aument6 a un 84%. En esta clase hay una
gran competitividad entre ellos, por lo que nos sorprendi6 que, a la hora de trabajar en
grupo, todos se ayudaran y no hubiera ningun tipo de rivalidad entre si.

e En el segundo grupo, con un total de 30 alumnos. En la primera evaluaciéon hubo un

93% de aprobados, mientras que en la segunda disminuyd a un 87%. El hecho de
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trabajar en grupos en esta clase result6 un poco mas complicado, pues no pudimos
atender con celeridad a todos ellos y hubo desequilibrios internos entre si.

e FEl tercer grupo, tenemos un total de 24 alumnos, de los que 2 de ellos estan
diagnosticados con Trastorno Espectro Autista (TEA), otros 2 son Alumnos con
Necesidades Educativas Especiales (ACNEE) y otros 7 que tienen asignaturas
pendientes de 1° de ESO. En la primera evaluacion hubo un 84% de aprobados, mientras
que en la segunda disminuy6 a un 44%. En este grupo debido a la caracteristica del
alumnado nos dimos cuenta de que hay estudiantes con estas edades que manifiestan
una profunda tristeza, por lo que nos llegamos a cuestionar si la falta de motivacion
mas que cuestion académica es debido a un hecho que por lo general se le escapa al

docente. Aun asi, conseguimos la implicacion y motivacion en gran nimero de ellos.

Cronograma

Se presenta a continuacion, el cronograma con la secuencia de tareas tal como se implemento,

en el curso 2018-19.

04- 05- 06- 07- 11- 12- 13-
mar mar mar mar mar mar  mar

Presentaciéon y explicacion del
material

Interiorizar las reglas para manejar
los cubos conectores mediante la
exploracion de los mismos.

Expresar como producto de factores
irreducibles un polinomio dado

Ejercicios de consolidacion de los
conceptos adquiridos
Prueba final

El enfoque que llevamos a cabo en las aulas fue el competencial (Alsina, 2016), en el marco
tedrico explicamos su desarrollo y las fases que lleva a cabo. Si observamos la figura 3, el
enfoque por competencias requiere de conceptos y procesos adquiridos por los estudiantes a lo

largo de su etapa escolar, para poder ir construyendo los nuevos.

Por ejemplo, antes de memorizar las tablas de multiplicar, los estudiantes conocen el proceso.
"Ellos tienen que saber qué estan haciendo. Deben saber que las tablas son una agrupacion de

elementos, una suma reiterada que les va a dar un resultado y no un nimero magico" (Sanhueza,

2011).
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Vamos a exponer lo que hicimos en cada fase que compone el enfoque.

En el caso de la primera fase, los conocimientos que ibamos a exponer eran los algebraicos,
por lo que consideramos indispensable pasar de un contacto con situaciones en las que el
estudiante puede realizar indagaciones y formular sus propias ideas sobre lo que esta

sucediendo, antes de introducir la simbolizacion y el manejo abstracto.

En la segunda fase mantuvimos un dialogo con los estudiantes para conocer los conceptos que
ya tenian al respecto, y en el caso de que dichos conceptos no estuviesen consolidados,
procederiamos a averiguar el obstaculo que presentaban. Se les comunicé que durante seis
sesiones trabajariamos con material manipulativo, y que en todo momento ellos iban a ser los

protagonistas de las clases.

En la tercera fase, les dimos al alumnado el material manipulativo, en el que un principio tenia
que indagar ellos mismos, para luego entregarles una serie de instrucciones a fin de un manejo
optimo del material, ademas de una serie de actividades que deberian realizar en grupos de

cuatro.

En la cuarta fase, para lograr que interiorizasen el aprendizaje adquirido, pasamos
progresivamente, a que los estudiantes hicieran en sus propios cuadernos las representaciones
graficas. Una vez que ninguno de ellos necesitd el material para poderlo visualizar mejor,

pasamos a realizar unas actividades y asi consolidar el nuevo procedimiento.

En la quinta y Gltima fase, los estudiantes iban adquiriendo progresivamente herramientas que
les iban permitan formalizar los aprendizajes a través del lenguaje algebraico, y asi poder dar

respuesta a una situacion o problema planteado mediante el uso de la matematica pura.

Propuesta
Procedemos a detallar el enfoque competencial para la factorizacion de polinomios de segundo

grado.

Lo primero que hicimos en las aulas fue organizar grupos de cuatro estudiantes, pues creemos
que, mediante la colaboracion, las ayudas pedagogicas facilitadas al alumnado son mas

beneficiosas.

Presentacion y manipulacion con los cubos conectores. Primeros conceptos que adquieren.
El objetivo de esta etapa es de interiorizar las reglas para poder hacer un uso correcto del

material mediante la exploracion con las mismas.
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Deben construir dos cuadrados de lados “a” y “b”, dos rectangulos cuya altura va a ser la
unidad, y las bases “a” y “b”, y otro de altura “b” y de base “a”. Se toma el lado del cubo como

la unidad.

La figura 5 que se muestra a continuacion fue lo que se les escribio en la pizarra para que lo
construyesen con el fin de que se diesen cuenta que “a” y “b” tenian que tener una relacion,
para que los rectangulos y los cuadrados no se solapasen entre ellos. También se puede observar
que mediante los cubos conectores estamos construyendo los elementos del Algebra Tiles,

epigrafe del marco tedrico.

Figura 5. Construcciones con los cubos conectores

Es por ello, que se les pididé que primero tomasen a=6 y b=2, para que viesen que con €sos
numeros las construcciones de los cuadrados y rectdngulos, la superficie de area ab era cubierta

por tres cuadrados de lado b.

En general, se dieron cuenta rapidamente que “a” y “b” no debian de tener ningin divisor en

comun. Por ello, se les introdujo el concepto de “primos relativos”.

Definicion de primo relativo: Sean a y b dos nimeros enteros, se dice que son primos
relativos (o primos entre si) si no tienen mas divisor comun que la unidad (Euclides,

trad. en 1956).
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Posteriormente se pasé a darles en una hoja las instrucciones que debian saber para poder
manejarlo, que se expone a continuacion.
Uniones Posibles (Representacion de la suma)

Solo se pueden colocar las figuras de manera sucesiva, cuando los lados compartidos sean de

la misma medida, como se muestra en la figura 6.

< b >
b 1
Forma Correcta Forma Incorrecta

Figura 6. Forma correcta e incorrecta de la union entre las figuras

El objetivo es formar cuadrados o rectangulos con los hechos anteriormente de tal manera que
no queden espacios vacios entre ellos. Una vez construida la figura resultante deben deducir
las longitudes de los lados, para esto, se sumara la longitud de cada uno de los lados que

componen el lado total.
Sobreposicion o extraccion entre las figuras (Representacion de la resta)

Para poder simbolizar un término negativo de un polinomio tenemos dos posibilidades, la
primera de ellas seria “eliminar” el termino negativo y la otra posibilidad seria colocar la figura
que representa el termino negativo sobre otra figura de mayor area, siempre y cuando, tengan
al menos, la misma longitud de uno de sus lados. En la siguiente imagen se indica la
representacion del polinomio a? —a con las figuras construidas a partir de los cubos

conectores como se expone en la figura 7.
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Primer caso Segundo caso

Figura 7. Sobre posicion o extraccion entre las figuras

Figuras equivalentes

Dos o mas figuras son equivalentes si las longitudes de los lados entre estas son iguales.

En la figura 8, podemos observar como ambos rectangulos son equivalentes.

A

a2 ——>

Figura 8. Figuras equivalentes
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Como llegamos a factorizar un polinomio

Vamos a factorizar el polinomio a? + 3a + ab + b + b?. Para ello, necesitamos un cuadrado
de lado a, tres rectangulos de base a y altura 1, un rectangulo de base b y altura a y un cuadrado

de lado. Veamos en la figura 9 la construccion final.

— a3 —

a+b

Figura 9. Representacién del polinomio a® + 3a + ab + b + b?

Asipues (a + 3) - (a + b) es la factorizacién del polinomio a? + 3a + ab + b + b?

Después de disipar las dudas que tuvieron algunos estudiantes pasamos a realizar una serie de

actividades.

En esta primera fase de motivacién promovimos una experiencia educativa, que incitd y amplid

la curiosidad a través del material manipulativo.

En las actividades que propusimos queriamos ver el desarrollo de las habilidades de los

estudiantes, abriendo su mente a una nueva perspectiva de las matematicas.

Actividad 1: Observa y responde

Formas correctas Formas incorrecta
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a. (Qué diferencias hay entre las dos columnas? ;Qué harias para pasar del modo
incorrecto al correcto?

b. (Qué representan las figuras resultantes de la primera columna?

Actividad 2: Construir dos cuadrados de lado a, un rectangulo de base a y altura b. Una vez
tengais las figuras, construir una forma correcta. ;Qué figura resultante te ha salido? ;Cuales

son sus longitudes? ;Y el area?

Actividad 3: Construir cuantas maneras os sea posible de forma correcta, figuras con todas los
cuadrados y rectangulos que tenéis. Respondiendo el tipo de la figura resultante que ha salido

y las medidas de sus longitudes.
Actividad 4: Factoriza con el material manipulativo las siguientes expresiones algebraicas

a) 3a’+5a+2

b) a?+a+ b+ b?

c) a’?—4

d) 6ab + 6a%+ 3a+ 3b
e) 6b%+ 10b+ 4

Actividad 5: Factoriza con el material manipulativo las siguientes expresiones algebraicas

a) b2+2b+1
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b) a? + 2ab + b?
c) a?—2a+1
d) a? —2ab + b?

Representaciones simbolicas.
En esta etapa pasamos de utilizar el material manipulativo exprofeso, para hacer las

representaciones de los cuadrados y rectangulos en los cuadernos de cada grupo.

Al principio surgi6 la necesidad de hacer las representaciones con boligrafos de colores, en lo
que detallamos que fueran fijandose en lo que hacian para que no tuviesen la necesidad de

utilizar diferentes colores para cada representacion. En la figura 10 vemos el cambio de lo

concreto a lo pictorico.

Figura 10. Paso de la etapa concreta a la pictdrica

Para la representacion de la resta, concluyeron que les era mas sencillo “eliminar” las
cantidades negativas, que hacer una sobre posicion entre ellas. En la figura 11, se detalla la

representacion que hicieron los estudiantes relativo a la resta.

Figura 11. Representacion de a’—a

Esta fase introdujo al alumnado en el aparato conceptual y procedimental del tema tratado y, a

su vez, lo familiariz6 con los procesos y métodos necesarios para su comprension.
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Actividad 1: Teniendo en cuenta que para realizar las figuras los factores deben ser primos

relativos, factoriza las siguientes expresiones algebraicas

a) x?+2xy +y?
b) z2+2z+1
c) y2—2y+1

Actividad 2: Ahora en vez de utilizar el material manipulativo, representar en vuestro cuaderno

todas las figuras que se han realizado en clase.
Actividad 3: Contestad a las siguientes preguntas

a) (Cuadl es el resultado del cuadrado de la suma?
b) (Cuadl es el resultado del cuadrado de la resta?

¢) ¢Suma por diferencia?

Formalizar los aprendizajes adquiridos al lenguaje algebraico.
Para pasar a dicha etapa, primero les introdujimos el concepto de expansiéon como se muestra

en la figura 12:

Factorizacion

»

a? + 2ab + b? = (a + b)?

Expansion

Figura 12. Concepto de expansion

Asi pues, les propusimos un reto, en el que iban a trabajar todo el grupo-clase para alcanzarlo.

Reto: Sean a y b dos numeros reales cualesquiera. Sabiendo que la representacion en la recta

€9

real de “a” seria

y la de “b”———, llegamos a que:

e Larepresentacion de “a+b” seria:

e La representacion de “a-b” seria:

Demostrar geométricamente teniendo en cuenta las representaciones anteriores la expansion

de (a + b)%, (a —b)? y (a + b)(a — b).

El objetivo de este reto era que se concienciasen de los productos notables, sin que tuvieran

que memorizar dichas expresiones.

Para afianzar los conceptos de factorizacion y expansion se les pidido que realizasen los

siguientes ejercicios, esta vez, volviendo al grupo de partida.



Actividad 1: Factoriza las siguientes expresiones.

a) x%+ 2xy +y?
b) x2+2x+1

c) 4+ 4y +y?
d) z2—6z+9
e) a*—8a+ 16
f) z2-9

g) x?2—121
h) b2 —16

Actividad 2: Expande las siguientes expresiones.

a) (x+y)°
b) (x—y)?
) (1+y)?
d) (z—4)>?
e) (2a—b)?
) (2x —1)?
g x+y)x-y)
h) (z+5)(z-5)

En la altima sesion se les hizo de manera individual una prueba escrita.
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Nombre y Apellidos:

Curso:

cuenta que:

PRUEBA ESCRITA

PROBLEMA N°I: Factorizar la siguiente expresion algebraica x? + 3x + 2, teniendo en

e x? es el area de un cuadrado de lado “x”
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€ .0

e x es el area de un rectangulo de base “x” y lado 1.

e Las unidades se representan como cuadrados de lado 1.

PROBLEMA N°2: Efectua las siguientes operaciones con polinomios, y cuando obtengas el
resultado de los apartados b), d), g) y h) compruébalo mediante la representacion geométrica:

a) 2x-(3—4x)—7x-(1—-2x) =

b) 2x+1)?=
¢) *x—3)(x+3)—5-(4x—2) =
d) (3—2x)%=

e) (3x?—2x)- (x? —6x) —3x - (x® — 5x?) =

N X n x-1 2(x—4) _
2 3 4

g) (B3x—2y)° =

h)y (1-22)%=

Cuando iniciaron la parte de ecuaciones, se les propuso un ejercicio para consolidar que el paso

al lenguaje algebraico les cuesta.

Ejercicio propuesto: Pablo pesa 7 kilos menos que Federico. Federico pesa 5 kilos mas que
Marta. Andrea pesa la mitad de lo que pesan Pablo y Marta juntos. Rubén pesa 7/8 de lo que
pesa Andrea. Entre todos pesan 240 kilos. Teniendo en cuenta eso, y llamando x al peso de

Marta:

a) Expresa en la tabla, el peso de cada uno:

Federico Pablo Marta Andrea Rubén Todos

Peso X

b) Escribe una ecuacion que te permita calcular el peso de cada uno.
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Resultados
En la siguiente figura 13 se muestra el porcentaje de los estudiantes observando los errores

cometidos antes de realizar la propuesta metodoldgica.

No habia diferencia entre x y X2 92%

72%

Las operaciones con los numeros negativos.

La propiedad distributiva de la multiplicacion. 64%

La regla de los signos. 88%

0% 20% 40% 60% 80%  100%

Figura 13. Errores mds comunes. Fuente: Elaboracion propia a través de los datos disponibles.

Haciendo referencia a los datos obtenidos, se puede observar, la evidencia de los errores y
obstaculos que presentan los estudiantes al iniciarse con el algebra, y todos ellos tienen el
concepto de la multiplicacion. Por lo que nos vimos en la tesitura de elaborar una sesion para

solventar los errores que arrastraban con la aritmética.

Para ello, creimos conveniente hacerles una serie de preguntas y que ellos mismos construyesen

el concepto a través de sus pares y las nuestras cuando creyéramos necesario:

P: ;Qué significa para vosotros multiplicar?

A: Eso es lo de las tablas, lo vimos en el colegio, y nos lo tuvimos que aprender de memoria.
P: Vale, y podréis decirme ;qué significa dos por tres?

A: jSeis! La tabla del dos es muy facil.

P: Tenéis razon, pero si os pidiéramos que nos razonarais porqué da seis, ;qué nos diriais?

A: No sabemos qué es lo que nos queréis decir, jes que no vale con saberse las tablas de

multiplicar?

Tras conocer, que el concepto de la multiplicacién no lo tenian, procedimos a explicarlo.
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A partir de esto, nos dimos cuenta que con la simbologia de la multiplicacion (“-”), no tenian
muy claro el significado de “3x”, pues no estaba el simbolo matematico por ninguna parte, pero

una vez explicado el concepto de la multiplicacion se disiparon dichas cuestiones.

Tras dicha sesion, empezamos con la propuesta didactica. Al introducir el material
manipulativo en el aula, gener6d una buena expectacion, aunque bien es cierto que el abordaje
de la geometria en el algebra no fue de mucho agrado, argumentando que las nociones que

tenian de la geometria eran bastante escasas.

Nos adelantamos a los posibles errores de concepto que pudieran tener, para poderlos solventar
desde un principio. Empezamos con el concepto del signo igual. Para ello, les dijimos que
construyesen como quisieran, un cuadrado azul con dos amarillos. Como era de esperar al
menos nos encontramos dos formas distintas de la construccion, como podemos observar en la

figura 14.

Figura 14. Representaciones mds comunes entre los estudiantes

Mantuvimos la siguiente conversacion:
P: Tenemos dos representaciones diferentes. ;Son iguales?
A: No, en un caso los rectangulos estan juntos, y en el otro estan entre el cuadrado.

P: Estamos de acuerdo, en que, visualmente hablando son diferentes, pero si en ambos casos

habéis utilizado el cuadrado azul y dos rectangulos amarillos, algo tendran en comun.
E1: Pues muy sencillo, que las dos tienen las mismas figuras.
E2: Y si tienen las mismas figuras, ;/por qué no son iguales?

El: ;A caso no ves que la colocacion es diferente?
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P: Ambos tenéis razén, y es que, si los rectangulos y el cuadrado no se diferenciaran por los
colores, tendriamos la misma figura...Pero no es nuestro caso, ;alguien sabria decirme qué

quiere decir que dos figuras sean equivalentes?

El: Eso es de geometria, ;no estibamos con algebra?
E2: Si, pero ya dijo que las iba a relacionar.

E3: jEso es porque tienen la misma area!

P: Muy bien, y si tienen la misma area es porque...
A: jTienen los mismos lados!

Asi, pudimos rememorar otro concepto del signo igual, que es el de equivalencia, como se

puede observar en la tabla 4 del marco tedrico.

Cuando pasamos a la representacion pictdrica de la factorizacion, creimos conveniente que en
la primera actividad se fueran habituando a que los factores no tenian que llamarse “a” y “b”,
sino que podian tomar otro tipo de letras, o la combinacion entre letras y numeros. Con ello,
llevamos a cabo que tomasen las letras como variables, como se muestra en la tabla 3 “Etapas

del uso de las letras segun Kiichemann™ del marco teorico.

Finalmente, cuando pasamos a la etapa abstracta, les costd hacer las construcciones de los

productos notables, y luego plasmar la relacion de la expansion con el de factorizacion.

En la figura 15, podemos ver los fallos que hubo en la prueba escrita. Creemos que es
conveniente advertir que los exdmenes los hicieron en hojas en blanco, mientras que, en las
sesiones los ejercicios los realizaban con cuadricula, ademds de advertirles que debian de

entregar todas las hojas que hubiesen escrito, aunque fueran meras operaciones.
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Concepto de minimo comun multiplo 40%

. , . 0,
Operaciones con niimeros racionales 32%

. ”, . o,
Operamones con numeros negativos 28%

Concepto de primo relativo 20%

(a£b)2=a"2+ b2 16%

Tomar la letra como incognita e intentar buscar
cual es el valor numérico

24%

0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40%

Figura 15. Errores en la prueba escrita. Fuente: Elaboracion propia a través de los datos disponibles.

Vimos que el concepto de primos relativos no lo tuvieron claro por las representaciones que

hicieron, mostradas en la figura 16.

Figura 16. Representaciones de los alumnos
En la figura 15, podemos observar que el concepto de la multiplicacion les quedd mas claro,
pues ni en los ejercicios que se hicieron en el aula, ni en la prueba escrita, no hay errores de
esa tipologia. Lo que si que podemos concluir es que el paso de la aritmética al algebra les
confunde demasiado, y en su mayor medida es debido a que los conceptos no los tienen bien
consolidados. Y es que la evidencia estd en que solo el 16% de los estudiantes no llegaron a
interiorizar el concepto abstracto, pero si el simbolico, pues hay que tener en cuenta que cada

estudiante tiene su propio ritmo de aprendizaje.

Conclusiones.

El objetivo general de este trabajo era disefar e implementar una propuesta de trabajo en el
aula de 2° ESO para conocer el alcance de los conocimientos de los estudiantes acerca de

procedimientos algebraicos basicos y categorizar los errores frecuentes que cometen al operar
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con expresiones tanto numéricas como algebraicas. Para ello ha sido necesario saber las

equivocaciones y los obstaculos que presentan los estudiantes con el bloque de algebra. Tras

la investigacion de diversas fuentes para el trabajo se realiz6 una propuesta didactica que se

llevé a cabo durante siete sesiones en el aula. Y para cumplir este objetivo ha sido necesario

conseguir los objetivos especificos, enumerados a continuacion:

En relacion con el primer objetivo especifico seleccionar y elaborar un dossier de
material manipulativo especifico para el aprendizaje del dlgebra, en el marco
legislativo se han estudiado y se han entendido las propuestas internacionales como las
del NCTM y CCSSO, ademas de comprobar mediante la legislacion vigente tanto en la
comunidad autébnoma como en la estatal, para tener conocimiento de los contenidos que
se desempefian en el bloque de algebra que se deben cumplir para la aplicacion en el
aula.

Con respecto al segundo y tercer objetivo especifico plantear actividades con
operaciones entre expresiones algebraicas, la simplificacion de expresiones racionales
v la factorizacion sobre los diversos conjuntos numéricos; analizar las
representaciones de los problemas desarrollados, prestando especial atencion a la
representacion pictorica del problema, y al lenguaje simbdlico. Para ello, se ha
realizado en el marco tedrico un estudio exhaustivo sobre los errores mas comunes que
tienen los estudiantes, prestando mayor atencion en la transicion de la aritmética al
algebra, como los distintos significados que van viendo sobre el signo igual y las letras
como lenguaje especifico, pues son las actividades que més problemas acarrean.
Ademas, dichas tareas las hemos ido disefiando de manera progresiva, pues
necesitabamos saber donde teniamos que enfatizar mas, teniendo en cuenta las fases del
enfoque competencial detalladas en el marco tedrico, donde pasdbamos del material
manipulativo a las representaciones pictoricas finalizando con el lenguaje especifico de
las matematicas.

Respecto al cuarto objetivo especifico plantear y resolver problemas que conducen a
ecuaciones lineales. Después de realizar la prueba escrita para determinar si los
conceptos adquiridos tenian una base lo sufrientemente so6lida, les propusimos un
gjercicio, para ver cudles eran las deficiencias que tenian de pasar del lenguaje
cotidiano, al lenguaje algebraico. El resultado no fue desastroso como pensabamos en
un principio, si que es cierto que ese paso les cuesta, pero pusimos en marcha un debate

entre pares, siendo nosotros los moderadores, para que ellos mismos tuvieran que



46

buscar a través del libro de texto, los procedimientos que tenian que llevar a cabo, y asi

poder disipar las dudas o equivocaciones que tuviesen.

En el marco tedrico también hablamos sobre Early Algebra, y es que estamos de acuerdo con
dicha propuesta, pues la aritmética y el algebra estan ligadas entre si, y que, si se fuera
introduciendo de una forma mas paulatina, no tendriamos unos resultados tan catastroficos en

el bloque de algebra.

Terminamos concluyendo que es posible llevar a cabo enfoques y metodologias diferentes a la
tradicional, haciendo mas atrayentes las sesiones y despertando interés en este bloque, pues la

encuentran demasiada abstracta y desconectada del mundo real.
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