International Conference on construction research - EDUARDO TORROJA
Architecture, Engineering, Concrete / AEC 2018 H
Where do we come from? Where are we going?

CQNTRIBUCIC')N DEL METODO DE LA VIGA AL
CALCULO ESTRUCTURAL DE LAS CASCARAS
CILINDRICAS LARGAS DE CUBIERTA

Moénica MARTINEZ MARTINEZ

Doctora arquitecta. Escuela de Arquitectura de la Universidad de Alcala.
monica.martinezm@uah.es

ABSTRACT

The first long cylindrical shell of reinforced concrete was built in Germany in 1924, to
house a factory building belonging to the Zeiss company.

The structural calculation of these buildings emerged at a time characterized by a high
appreciation of mathematics. This attitude exerted a strong influence on the methods that
emerged for the structural calculation of the roof long cylindrical shells in reinforced
concrete and based on the Theory of Elasticity.

From this moment, these structural typologies were seen as buildings that could span
wide areas with minimum material costs. However, the main problem was the enormous
complexity entailed in mathematical calculations based on the Theory of Elasticity,
employees for structural calculation.

After 1940, the structural calculation of cylindrical thin concrete shells developed rapidly
as a result of discrepancies between the mathematical results obtained based on the
theory of elasticity and those obtained from assays on real structures.

In this context, studies conducted by Danish engineers KW Johansen, in 1944, and H.
Lundgren, in 1949, will mark the origin of the application of the method, called the beam
method, to the structural calculation of the roof long cylindrical shells in reinforced
concrete. With this method it was possible to calculate, in a simple and safe way, these
structural typologies as it will try to demonstrate in the communication.

RESUMEN

La primera céscara cilindrica larga de hormigén armado aparece en Alemania en 1924,
para cubrir un edificio perteneciente a la fabrica de la compariia Zeiss.

El origen del calculo estructural de estas tipologias estructurales coincidié con un
momento caracterizado por un elevado aprecio por las matematicas. Este hecho
repercuti6 enormemente en los métodos surgidos, aplicados al calculo estructural de las
cascaras cilindricas largas y fundamentados en la Teoria de la Elasticidad.

A partir de este momento, las cascaras cilindricas largas de cubierta se impusieron como
tipologias estructurales capaces de cubrir grandes luces con un gasto minimo de
material. Sin embargo, el problema residia en la gran complejidad que entrafiaba la
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resolucion de los procesos matematicos, basados en la aplicaciéon de la Teoria de la
Elasticidad y empleados para realizar su calculo estructural.

A partir de 1940 se producira una gran eclosion en el calculo estructural de estas
tipologias estructurales a consecuencia de las discrepancias existentes entre los
resultados matematicos obtenidos en base a la teoria de la elasticidad y los logrados, por
medio de ensayos, sobre estructuras reales. En este contexto, los estudios realizados
por los ingenieros daneses K. W. Johansen, en 1944, y H. Lundgren, en 1949, marcaran
el origen de la aplicacién del método denominado de la viga al céalculo estructural de las
cascaras cilindricas largas de cubierta de hormigén armado. Con este método se logro
calcular, de manera sencilla y segura, estas tipologias estructurales como se tratara de
demostrar en la comunicacion.

Palabras clave: Céascara cilindrica larga de cubierta de hormigén armado, calculo
estructural de cascaras cilindricas largas, cascarones de hormigén armado, método de la
viga, K.W. Johansen.
1. INTRODUCCION con ello a la ley de Hooke, aplicada al
calculo estructural de las cascaras

cilindricas largas fue desarrollada en el
decenio de 1930, en Alemania, por los
ingenieros Fr. Dischinger [3], [4], [5] y U.
Finsterwalder [6], [71, [8], y
posteriormente ampliada por el noruego
A. Aas Jakobsen [9], [10].

Tras la Primera Guerra Mundial, las
cascaras cilindricas largas de cubierta se
impusieron como tipologias estructurales
capaces de cubrir grandes luces,
anteriormente ejecutadas por medio de
estructuras de acero. Ahora, sin
embargo, el nuevo material utilizado seria
el hormigén armado.

Hasta los afos 20, y concretamente en
Alemania, el comportamiento estructural
de estas nuevas tipologias de hormigon
se estudid matematicamente como si de
“membranas” se trataran [1], [2]. Por ello,
surgié la necesidad de elaborar un
método matematico que fuera capaz de

calcularlas, previamente a su
construccién, con una base teodrica
adecuada y rigurosa. En este sentido, se
recurri6 a la aplicacion de la Teoria
Elastica debido a su mas que aprobada
vigencia en el calculo estructural en ese
momento (Fig. 1).

La formulacion matematica de la teoria
elastica, referida a materiales ideales,
homogéneos e isétropos respondiendo

Figura 1: Cascaras cilindricas largas del
Dywidaghalle. Fr. Dischingery U.
Finsteerwalder. “Die Dywidag-Halle auf der
Gesolei”. Der Bauingenieur, n°7, figura 3, pp:
929, 1926

Mediante la resolucion de complejas
ecuaciones diferenciales de octavo
orden, se lograron determinar los
esfuerzos y momentos en todos los
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puntos de la cascara. Sin embargo, la
aplicacion de la teoria elastica de
cascaras resultd ser practicamente
inaplicable puesto que implicaba, no solo
resolver ecuaciones de gran complejidad
matematica sino, ademas, introducir una
serie de hipotesis irreales. Estas hipotesis
suponian, o bien idealizar una realidad de
la estructura imposible de conocer a
priori, o bien hacer referencia a un
material ideal, homogéneo e isé6topo,
cuando el hormigén armado no cumple
con tales propiedades. Por tanto, en
ningun caso se podia asegurar que el
estado tensional obtenido en la cascara
respondiera al “estado real” de la
estructura, ademas de provocar la
aparicion de grandes incongruencias
entre los resultados obtenidos por el
calculo y lo que posteriormente acontecia
en la realidad [11]. Esto hizo que algunos
estudiosos en la materia concluyeran que
la teoria de la elasticidad no podia
garantizar la certeza de sus resultados
mas que en la medida de la exactitud de
las hipotesis que se hubieran establecido
previamente [12], [13], [14], [15], [16],
[17].

En la literatura existente, antes de la
publicacion del libro Cylindrical Shell de
H. Lundgren en 1949 [14], no existian
apenas escritos que trataran la
problematica del anadlisis de cascaras
cilindricas largas mas allda de lo
especificado por la teoria de la
membrana o, sobre todo, por la teoria de
la elasticidad. No obstante, existieron
diferentes patrones ligados a conseguir
una cierta simplificacion de las
herramientas  analiticas, como las
propuestas por los ingenieros U.
Finsterwalder [7], A. Aas Jakobsen [9], H.
Schorer [18] y R. Vallette [19].

Dentro de este contexto, en 1944 el
ingeniero danés Knud Winstrup Johansen
publicé un articulo, en danés, de gran
relevancia en cuanto que analizd
estructuralmente una cascara cilindrica
larga real, como si de una viga de
hormigoén se tratara y basando el calculo
exclusivamente en el planteamiento de
ecuaciones de equilibrio, permitiendo con
ello un calculo sencillo y seguro de estas
tipologias [12]. Posteriormente, otros
ingenieros como el hungaro G. Kazinczy
[15] y el también danés H. Lundgren [14]
continuaron desarrollando este método
denominado método de la viga.

2. METODO DE LA VIGA
2.1. Modelizacion de la cascara

La cascara cilindrica calculada por K.W.
Johansen, y que servird como ejemplo de
analisis del presente trabajo,
representaba la cubierta de un
restaurante construido en 1938 en la
ciudad de Copenhague (Fig. 2).
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SKALKONSTRUKTION PAA RADIOHUSET
BEREGNING OG FORSOG

BERETNING FRA LABORATORIET FOR BYGNINGSSTATIK
VED K.W.JOHANSEN

Indledning.

Skallen dkker over Restaurationsbygningen, der ligger oven paa Studies
blokken i Radiohuset!).

Restauranten er et Rum paa 24 m's Lengde og 16 m's Bredde; dertil
stoder Kokkenet, der har samme Bredde, men hvis Lengde kun er 12 m;
disse to Rum er overdkket med den i Fig. 1 viste Skalkonstruktion, der
bares af de to Gavle og Mellemvaggen samt langs den nordre Langvag
af en Rakke Sojler, hvis indbyrdes Afstand er 3,2m. I den sydlige Langs
vag er der ingen Understotninger, men Skaltvarsnittet er til Gengald
dobbelt, idet der skulde anbringes en langsgaaende Ventilationskanal.

Skallen, der er 12 cm tyk, har det i Fig. 2 viste Tvarsnit, der bestaar
af en Cirkelbue ABD med Radius 9,22 m, som i Toppen B tangeres af
Cirkelbuen BC med Radius 140 m. Ved det retlinede lodrette Stykke CD
lukkes Tvarsnittet; desuden findes der i hver Side en vandret Flig.

Figura 2: K.W. Johansen. “Skalkonstruktion
paa Radiohuset. Beregning og forsog”.
Bygningsstatiske Meddelelser, n° 15, p: 1, 1944



La cascara, de 12 cm de espesor, cubre
una longitud de 36 m por 16 m de ancho
(Fig. 3).

Figura 3: Geometria Transversal de la cascara.
K.W. Johansen. “Skalkonstruktion paa
Radiohuset. Beregning og forsog”.
Bygningsstatiske Meddelelser, n°l 5, pp: 3, 1944

La modelizaciéon consiste en asemejar su
comportamiento al de una viga de
hormigén armado (Fig. 4)
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Figura 4: Esquema de semejanza entre viga de
hormigon armado y cascara cilindrica larga. H.
Lundgren H. Cylindrical Shells, Vol. I, The
Danish Techical Press the Institution of Danish
Civil Engineers, pp: 55, 1949

2.2. Andlisis longitudinal de Ia
cascara cilindrica larga

Considerando un valor para la carga
permanente de 340 kg/m2 y para la
variable de 100 kg/m2, el valor de la

resultante seria L= 9,18 t/m, actuando a
una distancia de 1,06 m del punto B (Fig.
5). Las reacciones en los pilares seran de
valor 2,70 t/m, para un angulo a=48, 62°
y la componente vertical y horizontal:
SI=2 t/m y Sv=1,8 t/m.
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Figura 5: Representacion de fuerzas exteriores
e interiores correspondientes al momento
positivo. K.W. Johansen. “Skalkonstruktion paa
Radiohuset. Beregning og forsog”.
Bygningsstatiske Meddelelser, n°l 5, pp: 4, 1944

Combinando la componente horizontal,
en un poligono de fuerzas (parte derecha
superior de la figura 5), con la resultante
de las fuerzas exteriores L, se obtiene la
resultante oblicua de valor P=7,40 t/m.

Asimilando, por tanto, la geometria de la
cascara cilindrica al de una viga, el
momento flector total vendria dado por:

2.7,40L.(24m)’ = 400m
32

t

m (1)
La fibra neutra, en la seccién transversal,
debe situarse de tal forma que la
resultante de las fuerzas tangenciales
tenga igual magnitud y direccion opuesta
a la resultante debida al cortante Q; que
por otra parte debe ser igual al valor
obtenido para la resultante oblicua de las

M =

emp
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cargas. Es decir, partiendo de una
condicion de equilibrio de fuerzas, se
puede establecer la ubicacion de la linea
neutra obteniendo una solucién al
problema estructural, aunque no la Unica.
Una vez situada la fibra neutra se puede
determinar sin dificultad el area de
refuerzo necesario, asi como la tension
del hormigén y la tension tangencial. El
punto situado a mayor distancia de la
fibra neutra es el punto denominado B’
(Fig. 5), por lo que ese punto poseera la
maxima tensiéon a compresiéon. Por otro
lado, se colocan barras de refuerzo en el
contorno de la cascara, situandolas en
los centros de masas Tay Td.

Una vez hecho esto, se procede a
calcular el médulo, la direccion y el punto
de aplicacion de la resultante de las
tensiones de compresion, N= 193 t. El
punto de aplicacion se obtiene por la
interseccion de dos rectas (Fig. 5); una, la
recta que une las resultantes de las
tracciones, es decir la recta Ta-Tb;
mientras que la segunda es una recta
paralela a la direccién de Q, y que pasa
por el punto B’, es decir resultante de las
compresiones.

La distancia entre los puntos B’ y T
determina el brazo de palanca entre el
par de fuerzas, constituyendo una
distancia de 1,9 m. Por lo que el valor del
momento sera de:

M =193¢t-1,90m =367tm (2)
Por tanto, el esquema del analisis
realizado en la cascara cilindrica larga ha
sido:

- Caélculo del valor de
exteriores.

- Calculo de los momentos flectores,
positivos y negativos.

- Obtencion de la ubicacion de la fibra

las cargas

neutra en la seccién transversal de la
cascara por equilibrio de fuerzas.

- Calculo de la tensiébn maxima de
compresion del hormigon.

- Obtencion de los valores de las fuerzas
normales, de traccion y compresion.

- Calculo del refuerzo longitudinal en la
cascara.

2.3. Analisis Transversal

Al ser necesario obtener el valor de la
resultante de las fuerzas tangenciales, se
procede a aplicar la teoria del tirante [14,
p. 263]; donde las fuerzas normales en la
direccion de la cascara Nx se sitian
concentradas en una unica generatriz,
que se denomina tirante, y aplicadas en
el centro de masas de la zona en
cuestién; mientras que las fuerzas
tangenciales Nxq, de la seccion
transversal de la cascara, se mantendrian
constantes dentro de cada intervalo
existente entre dos tirantes.

Se divide la seccion transversal de la
cascara, objeto del andlisis, en tres arcos
diferentes AB’, B'D y B’CD (Fig. 3); y se
denominaran las fuerzas tangenciales:

H,, H.,Hp
siendo la resultante de cada una de ellas
seria (Fig. 5):

9,3H,; 2,5H,; 3,0H),
Al descomponer la fuerza transversal Q,
o fuerza cortante (poligono de fuerzas
situado en la parte superior izquierda de
la figura 5), de acuerdo con esas ftres
resultantes se obtiene el valor:

by 0770

A

=0,0830 3

>



H, = O’S‘ZQ =0,2560 4)
ano’;zgzo,mg )

Dado que el brazo de palanca es de 1,90
m:

Y (6)
1,90m
De igual manera, realizando cortes
Unicamente por Ta y Td, se obtiene:

H=H,+H, +H,=

_ 9T _ (7)
471,90 T =0.0970
H, =0,243Q; H, =0,1870Q (8)

De esta manera, se asegura la exacta
ubicacion de la fibra neutra.

Del mismo modo se actuaria para las
secciones transversales de la cascara
correspondientes a la ubicacion de
momento negativo.

Célculo de los momentos transversales:

Al seccionar un elemento de la cascara,
de longitud dx en la direccién de la
generatriz de la cascara y de anchura 3s,
ortogonal a la anterior, se observa como
en él actua la resultante de las tensiones
tangenciales, H, debidas a la accién de
las cargas exteriores. Como la resultante
de las tensiones tangenciales H, es
proporcional a la fuerza transversal, o
cortante Q, las tensiones tangenciales t
deberan ser igualmente proporcionales a
las cargas exteriores, es decir:

99 _B_741/m 9
ox

De acuerdo con los valores anteriormente
calculados para las fuerzas tangenciales,

los valores de las tensiones tangenciales
t serian, para el tramo AB:

t,=0,097-7,4=0,72t/m* (10)
Para el tramo B"’C:

1. =0,243-7,4=1,801/m’ (11)
Para el tramo B”D:

t,=0,187-7,4=1,38t/m* (12)

Como t no varia a lo largo de la longitud
de la cascara, los momentos tangenciales
son constantes a lo largo de dicha
longitud.

El momento transversal debido a la

fuerza tangencial t (Fig. 6.6), vendria
dado por la expresion:

my = fO‘P(T-‘rCOS(qD-B)).t. rdf = (13)

®
= f r2t[1 — cos (9-6)1do = (@-sing)tr?
0

Fig. 7.

Figura 6: Obtencion de momentos
tangenciales. K.W. Johansen. “Critical notes on
the calculation and design of cylindrical shell”.
Third Congress Lieja 1948, IVC, pp: 602, 1948

El momento debido a la carga exterior P
(Fig. 6.7):

m, =—proz (14)

Y, por ultimo, el momento debido a la
reaccion en los soportes seria (Fig. 6.8):
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mg = S,r(1-cosp)—S,rsing (15)
En definitiva, el momento resultante viene
dado por la sume de los tres anteriores:

m, =m, +m, +m; (16)
Resumiendo, el analisis transversal de la
cascara se ha resuelto de manera
sumamente sencilla a partir de la
resolucion del:

- Célculo de las fuerzas transversales y
su ubicacion en la seccién transversal de
la cascara.

- Célculo de los momentos transversales
debidos a los esfuerzos tangenciales, a la
carga exterior y a las reacciones en los
apoyos.

Con todos estos datos la obtencién de la
armadura necesaria en la cascara es
inmediata.

Por tanto, mediante una apropiada
seleccion del momento y de la fuerza
transversal, o cortante, en el tramo CD,
se pueden llegar a obtener momentos
resultantes en B’ y B” de igual magnitud,
de igual manera a como se actuaria en
una viga.

3. CONCLUSIONES

La aplicacion de la teoria elastica de
cascaras, desarrollada en el decenio de
1930, resultd ser sumamente compleja y
aun asi surgieron graves incongruencias
entre los resultados obtenidos mediante
ensayos y los que resultaban del calculo
analitico.

En este sentido, el método de calculo
desarrollado por el ingeniero danés K. W.
Johansen en 1944, supone asemejar el
comportamiento de la cascara cilindrica
larga de cubierta al de una viga hueca de
hormigéon armado con el fin de poder
emplear un método de calculo sencillo y

seguro, basado en el
tensiones.

equilibrio de

El método de la viga proporciona una
solucion de equilibrio que, si la cascara
esta constituida con un material ductil, y
en ausencia de problemas de
inestabilidad, resulta ser una solucion
segura; sin consideraciones acerca de las
condiciones de contorno existentes que,
por otra parte, resultan ser variables e
imposibles de determinar a priori.

El estado de equilibrio en la cascara
cilindrica larga se consigue por medio del
traspaso de esfuerzos de las zonas mas
solicitadas a las que lo estan menos.
Todo ello dependiendo de la geometria
transversal de la cascara, la ubicacion de

la fibora neutra y las diferentes
disposiciones que se elija para la
armadura. Por tanto, el estado de

equilibrio, asi obtenido, es una solucion al
problema, pero no la Unica.
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