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RESUMEN

Este proyecto de fin de master consiste en elaborar un trabajo de investigacion sobre la

relacion que hay entre la musica y las matematicas.

Ademas, toda la informacion que aparece en esta tesis va dirigida a los profesores de
matematicas o musica para que éstos la puedan llevar a cabo en sus clases con el objetivo

de que sus alumnos aprendan a relacionar conceptos de diferentes materias.

En este informe se recogen tres tipos de actividades: la primera consiste en introducir el
concepto de la simetria musical; la segunda, que propone que los alumnos aprendan
probabilidad a partir de un vals compuesto por Mozart y en la tercera se muestran los

diferentes ritmos a partir del algoritmo de Euclides.

Palabras clave: matematicas, musica, alumnos, probabilidad, maximo comun divisor,

ritmo.
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ABSTRACT

This thesis consists of a research project on the relationship between music and maths.

Moreover, this thesis is aimed at Maths and Music teachers. The main objetive is gettting
students to relate concepts which are common in both fields of knowledge.

This thesis displays three types of activities: the first one consists in introducing the
concept of the “musical symmetry”. In the second unit students will see the relationship
between probability and music with a waltz composed by Mozart. The last kind of

activities shows the different rythms in the Euclidian Algorithm.

Key Words: Maths, music, students, probability, highest common denominator, rythm.
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1. INTRODUCCION

En el sistema educativo actual existe una falta de comprension por parte del alumnado

a la hora de relacionar conceptos muy similares impartidos en diferentes asignaturas.

El presente Trabajo Fin de Master desarrolla los diferentes conceptos matematicos
que tienen relacion con la mdsica con el propdsito de motivar al alumnado de

secundaria.

Asimismo, la idea es que todas las actividades que se van a mencionar en este informe
se puedan poner en practica el dia 22 de noviembre, ya que es el ”Dia Internacional
de la Musica”. Para ello, se realizarian en colaboracién con el Departamento de

Mousica.

El “Dia Internacional de la Musica” esta dedicado a todos los musicos y a todas las
personas que disfrutan de la mdsica independientemente del estilo musical
(diainternacionalde, 2020). Se celebra el dia 22 de noviembre debido a la
conmemoracion de la muerte de Santa Cecilia, patrona de los musicos. El propdsito
principal de este dia es promover la musica como forma de unir a todas las naciones,
ya que es un arte universal que traspasa barreras (wincalendar, 2020). Esto dltimo lo
queremos transmitir a los alumnos con la ayuda de las actividades que se mencionan

en este informe.

1.1. Estructura del proyecto

El proyecto consiste en mostrar de manera efectiva las profundas interrelaciones entre
los conceptos de Mdusica y Matematicas. Para ello, se proponen tres tipos de
actividades que, ademas de manifestar esta interdisciplinariedad, pueden servir como

apoyo de la practica docente, tanto para alumnos como para profesores:

El primer tipo de actividad consiste en introducir el significado de “simetria musical”
a los alumnos de 2° ESO relacionandolo con el contenido de las funciones en
Matematicas.

En el segundo tipo se analizan los conceptos de probabilidad que utilizd Mozart para

componer su obra “Musikalisches Wiirfelspiel” (también llamado “El juego de dados
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de Mozart). Ademas, los alumnos de 2° ESO deberan componer una cancion de

manera aleatoria siguiendo una tabla que se mencionara en el apartado 2.2.5.

La Gltima préactica va dirigida a los alumnos de 2° Bachillerato y consiste en aplicar
el algoritmo de Euclides, que permite calcular el maximo comun divisor (M.C.D) de
dos numeros enteros, para generar ritmos homogéneos (Gomez, s.f.). Asimismo, se

estudiara la evolucion de estilos musicales en relacion con el ritmo musical.
Finalmente, se hara una conclusién y reflexion sobre este proyecto.

1.2. Objetivos

Los objetivos principales de este proyecto son:

e Motivar a los estudiantes de secundaria.

e Analizar la “simetria musical” en algunas composiciones.

e Aplicar conceptos de la probabilidad para componer un vals en relacion al “Juego
de Dados” de Mozart.

e Analisis del ritmo de canciones en diferentes contextos musicales.

10
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2. ELESTUDIO

2.1. TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS EN LA MUSICA

2.1.1. Contexto

Este tipo de actividad va dirigido a los alumnos de 2° ESO, ya que segun el Decreto

48/2015, de 14 de mayo, del Consejo de Gobierno, por el que se establece para la

Comunidad de Madrid el curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria, los

contenidos de 2° ESO contemplan conceptos basicos de funciones (en matematicas) y de

la interpretacion musical (en masica) (Consejeria de Educacién, Juventud y Deporte,

2015).

2.1.2. Objetivos

El objetivo principal es que los alumnos aprendan a relacionar los conceptos basicos de

funciones con la representacion gréfica de las notas en un pentagrama.

2.1.3. Contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje

Blogue 4. Funciones (22 ESQ)

Contenidos

Criterios de evaluacién

Estdndares de aprendizaje

1. El concepto de funcién: variable
dependiente e independiente

Crecimiento y decrecimiento

Maximos y minimos relativos

Analisis y comparacion de graficas

1. Manejar las distintas formas de
presentar una funcion lineal: lenguaje
habitual, tabla numérica, graficay
ecuacioén, pasando de unas formas a
otras y eligiendo la mejor de ellas en
funcion del contexto.

1.1. Pasa de unas formas de
representacion de una funcion a otras y
elige la mas adecuada en funcidn del
contexto.

2. Comprender el concepto de funcién.
Reconocer, interpretar y analizar las
graficas funcionales

2.1. Reconoce si una grafica representa o
no una grafica

2.2. Interpreta una grafica y la analiza,
reconociendo sus propiedades mas
caracteristicas

Tabla 1. Contenido, Criterios de Evaluacion y Estandares de aprendizaje del blogue 4 de
matematicas de 2° ESO. Fuente: (Consejeria de Educacion, Juventud y Deporte, 2015)

12
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#Di de Alcal4

Bloque 1. Interpretacion y creacion [2* ES0]

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje

1.1 Beconoce los parametros del
sonido v los elementos basicos del
lenguaje musical, utilizando
1. Peconocer los pardmetros del un lengusie técnico spropiado.
sonido v los elementos basicos del
lenguaje musical, utilizando un

1. El sonido, los parametros del .|E|:|gu5|e tecnlc? spropiado y
. - o aplicandolosz atravez delalectura o
sonido v su representacidn grafica la audicién de pequefias obras — _ _
1.3, Identifica v transcribe dictados
ofragmentos musicales. de patrones ritmicos y melddicos
con farmulaciones sencillas
en estructuras binarias, ternarias y
cuaternarnias,

1.2. Beconoce v aplica los ritmoz v
compases através delalecturaola
audicion de pequetias

obras o fragmentos musicales.

2. Distinguir v utilizar loz elementos

2.1 Distingue v emplea los
de larepresentacion grafica de la

elementos que ze utilizan enla

. musica [colocacion de las representacion grafica de la misica
_2' .F"ml‘undlzaclnn &n &l _ notas en el pentagrama; duracidn ([colocacidn de las notas en &l
conocimiento del Ie-’ngf.Ja|e musical u de las figuras; signos que
en su practica

pentagrama; duracion de las
afectan alaintensidad v matices;

figuras; signos que afectan ala
indicaciones ritmicas v detempo. | intensidad v matices; indicaciones
3. Lectura v escritura musical como et

ritmicas y de tempo, et ]
apaovo paralainterpretacidn y la
creacian.

3.1 Improviza e interpreta
estructuras musicales elementales
4. Lavoz, la palabra, los

construidas sobre los modos ulas
instrumentos v el cuerpo como 3. Improvisar e interpretar escalas mas sencillas y los ritmos
medios de expresion musical: estructuras musicales elementales e —
caracteristicas v habilidades construidas sobre loz modos vlas
técnicas e interpretativas.

escalas mas sencillas v los ritmos

MA&E COmUnEs. 3.2 Utiliza los elementas y recursas
adquiridos para elaborar arreglos u
Crear canciones, piezas
5. Interpretacidn de un repertario de instrumentales y coreogratias.
piezas vocales, instrumentales y de -
danzas de diferenbes 4. Analizar v comprender el
. ) concepto de Lesiura Y reconacer, 3
géneros, estilos v culturas. N i 4.1, Reconoce, comprende u
través de la audicidn vlalectura de - ]
) - ) analiza diferentes tipos de testura,
partituras, los diferentes tipos de
(=T ]
5.1 Muestrainterés por loz paisajes
B. Lainterpretacian individual v en sanoros que nos rodean y reflexiona
grupo: pautas basicas dela 5. Explorar laz posibilidades de zobre los mismos
interpretacion. distintas fuentes v abjetos sonaros,

5.2, Investiga e indaga de forma
creativa las posibilidades sonoras u
muzicales de los objetos.

Tabla 2. Contenido, Criterios de Evaluacion y Estandares de Aprendizaje del bloque 1
de musica de 2° ESO. Fuente: (Consejeria de Educacion, Juventud y Deporte, 2015).

13
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2.1.4. Materiales

Boligrafos, papel, hoja de ejercicios, ordenador, internet y piano (opcional).

2.1.5. Desarrollo
Antes de empezar la clase, el profesor entrega una hoja de ejercicios para que los alumnos
la vayan haciendo (anexo 1). Este explica que existe una similitud entre las funciones y
la musica (en un pentagrama el eje “x” representa el tiempo y el eje “y” el tono). En esta
disciplina es muy habitual las “transformaciones geométricas” como la simetria musical.
El docente debera explicar el analisis de estas tres composiciones que se mencionan a

continuacion:

En el primer caso, una linea melddica puede seguir una funcidn simétrica respecto a una
nota (puede ser un minimo o maximo relativo). Por ejemplo: Se observa que en la primera
linea melddica de “Duel Of Fates” de la banda sonora de Star Wars (Williams, 2016) que
aparece en el anexo 2 hay una nota mas grave (un minimo) y que es totalmente simétrica
(asciende de un “Mi” hasta un “La”, luego hay un minimo que es un “Si” y finalmente
desciende de un “La” hasta un “Mi”’). Ocurre lo mismo en los dos ultimos compases que
aparecen en el anexo 2, aunque en este caso asciende de un “Re sostenido” a un “Sol”,
después hay un minimo que es un “Si” y finalmente desciende de un “Sol” a un “Re

sostenido”. ;Qué significado tiene la simetria en esta canciéon?

Cuando una melodia asciende tiene un significado positivo, mientras que cuando
desciende la melodia tiene una connotacion negativa, o, dicho de otra manera, la melodia
ascendente representa la “luz”, mientras que la melodia descendente representa la
“oscuridad”. Es decir, existe un equilibrio entre el “bien” y el “mal” (Altozano, 2017). En
la mayoria de las bandas sonoras tiene como funcion principal la “narracion” de los
acontecimientos que vemos en la pantalla (como se observa en el analisis de “Duel of

Fates”™).

También existen otras canciones que utilizan una simetria musical como es el caso del
“Canon del Cangrejo” de J. S. Bach (anexo 3) en la que la linea melddica del pentagrama
de arriba es igual que en el pentagrama de abajo, pero en sentido inverso (marcha atras)
(Cultura Inquieta, 2017) como se observa en el anexo 3. Al ser un canon, las melodias se
van incorporando sucesivamente. Ademas, da igual si se toca desde el principio o desde

atras hacia delante (Muzas, s.f.).

14
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Un dueto que compuso Mozart llamado “Dtio de la Mesa” (anexo 4) consiste en que un
violinista toca la partitura de izquierda a derecha, mientras que el otro violinista reproduce
las notas escritas girando 180° la partitura original. Esto se denomina musica palindroma

(Curistoria, 2015) . ¢Cual es la clave de que suene bien esta obra?

Observando en el anexo 4, se ha distinguido entre tres tipos de intervalo de notas (Vlashi
& Cruz Araujo, 2018):

- Las notas en azul representan una monotonia (misma nota, aunque haya casos que
sea en diferente octava).

- Las notas en verde representan los intervalos de tercera (armonicamente suenan
bien, ya que forman como complemento al acorde o escala que se esta tocando en
ese momento).

- Las notas en dorado representan los intervalos de sexta (suenan armonicamente
bien al igual que los intervalos de tercera).

- Las notas en rojo representan las otras notas para complementar la melodia

principal.

Por lo tanto, analizando esta composicion se observa que mayoritariamente hay notas

azules y notas verdes. Esto quiere decir que esta obra es “casi simétrica”.

2.1.6. Temporalizacion
Se van a necesitar dos sesiones (cada clase equivale a 50 minutos) para llevar a cabo este
bloque.

En la primera sesion, el profesor de Matematicas explica las nociones basicas de las
funciones (crecimiento, maximos y minimos, simetria...) y la relacién que tiene con la
musica, poniendo como ejemplo “Duel Of Fates” de la banda sonora de Star Wars, en su

clase de 2° ESO.

En la segunda sesion el profesor de Musica les explica la simetria musical que aparece en
el “Canon del Cangrejo” y la musica palindroma relacionandolo con lo que han aprendido

en la clase anterior de Matematicas.

2.1.7. Evaluacion
Cada estudiante tendra que entregar la hoja de ejercicios que viene recogida en el anexo
1.

15
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El profesor de Matematicas evaluara el primer ejercicio de la ficha con una calificacion
del 1 al 10. En este primer ejercicio hay varios apartados por los que se evalGan varios

estandares de aprendizaje del bloque de funciones de 2° ESO.

El profesor de Musica evalla los otros dos ejercicios, que estan ligados a varios

estandares, con una calificacion del 1 al 10.

16
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2.2. JUEGO DE DADOS DE MOZART

2.2.1. Contexto
Este tipo de actividad va dirigido a los alumnos de 2° ESO, ya que segun el Decreto
48/2015, de 14 de mayo, del Consejo de Gobierno, por el que se establece para la
Comunidad de Madrid el curriculo de la Educacién Secundaria Obligatoria, los
contenidos de 2° ESO contemplan conceptos basicos de la probabilidad (en matematicas)
y de la composicion musical (en musica) (Consejeria de Educacion, Juventud y Deporte,
2015).

2.2.2. Objetivos
El objetivo principal es que los alumnos puedan componer un vals con la ayuda de dos
dados y relacionen conceptos de probabilidad con el vals” El Juego de Dados de Mozart”

(anexo 5).

La idea, es que los alumnos hagan un analisis matematico de este vals aplicando
conocimientos probabilisticos (Rodriguez Garcia, Rocha Salamanca, & Carolina Mora,
2013).

18
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2.2.3. Contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje

Blogue 5. Probabilidad (22 ESO)

Contenidos

Criterios de evaluacidn

Estandares de aprendizaje

Fendémenos deterministas y aleatorios

Formulacidn de conjeturas sobre el
comportamiento de fendmenos
aleatorios sencillos y disefio de

experiencias para su comprobacian

Sucesos elementales equiprobables y no
equiprobables

Espacio muestral en experimentos
sencillos

Tablas y diagramas de arbol sencillos

Calculo de probabilidades mediante la
regla de Laplace en experimentos
sencillos

3. Diferenciar los fendmenos
deterministas de los aleatorios,
valorando la posibilidad que ofrecen
las matematicas para analizar y hacer
predicciones razonables acerca del
comportamiento de los
aleatorios a partir de las regularidades
obtenidas al repetir un nimero
significativo de veces la
experiencia aleatoria, o el calculo de su
probabilidad.

3.1. Identifica los experimentos
aleatorios y los distingue de los
deterministas.

3.2. Calcula la frecuencia relativa de un

suceso mediante la experimentacion.

3.3. Realiza predicciones sobre un
fendmeno aleatorio a partir del calculo
exacto de su
probabilidad o la aproximacién de la
misma mediante la experimentacion.

4. Inducir la nocién de probabilidad a
partir del concepto de frecuencia relativa
y como medida de
incertidumbre asociada a los fendmenos
aleatorios, sea o no posible la

experimentacion.

4.1. Describe experimentos aleatorios
sencillos y enumera todos los resultados
posibles,
apoyandose en tablas, recuentos o
diagramas en arbol sencillos.

4.2. Distingue entre sucesos elementales
equiprobables y no equiprobables.

4.3. Calcula la probabilidad de sucesos
asociados a experimentos sencillos
mediante la regla de

Laplace

Tabla 3. Contenido, Criterios de Evaluacion y Estandares de Aprendizaje del blogue 5
de matematicas de 2° ESO. Fuente: (Consejeria de Educacion, Juventud y Deporte,

2015).
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Bloque 1. Interpretacion y creacion [(2* ESO)

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje

1. El zonido, loz parametros del
sonido y su representacian grafica

2. Profundizacian en el
conocimiento del lenguaje musical y
en U practica

3. Lectura y escritura musical como
apoyo parala interpretacidny la
creacian,

4. Lawvoz, la palabra, los
instrumentos y el cuerpo como
medios de expresion musical:
caracteristicas y habilidades
técnicas e interpretativas,

B. Interpretacian de un repertario de
piezas vocales, instrumentales y de
danzas de diferentes
géneros, estilos y culturas,

E.Lainterpretacian individual y en
grupo: pautas basicas de la
interpretacian,

7. Improvizacian wvocal, instrumental
y corporal: individual y en grupo, libre
y dirigida

1. Reconocer los parametros del
zonido y los elementos basicos del
lenguaje musical, utilizando un
lenguaje técnico apropiada y
aplicandolos através de lalectura o
la audicion de pequefias obras
o fragmentos musicales.

11. Reconoce los parametros del
zonido y los elementos basicos del
lenguaje musical, utilizando
un lenguaje técnico apropiado,

1.2. Feconoce y aplica o= ritmosy
CcOMmpases atravées de lalectura ola
audician de pequenias
obras o fragmentos musicales.

2. Oiztinguir y utilizar lo= elementos
de la representacian grifica de la
misica [colocacian de las
notas en el pentagrama; duracion de
la= figuras; signios que
abectan alaintensidad y matices;
indicaciones ritmicas y de tempo,
210 |

2.1. Distingue y emplea los
elementos que =e utilizan en la
representacion grafica de la misica
[colocacion de las notas en el
pentagrama; duracion de las
Figuras; signos que afectan ala
intensidad y matices; indicaciones
ritmicas y de tempo, ete.]

3. lmprovisar e interpretar
estructuras musicales elementales
construidas sobre los modos y las
ezcalaz mas sencillas y los ritmos

Mas COMmUnes.

31 Improvisa e interpreta
estructuras musicales elementales
construidas sobre los modos y las
escalas mas sencillas y los ritmos

Mas Comunes,

3.2, Utiliza los elementos y recursos
adquiridos para elaborar arreglos y
Crear canciones, piezas
instrumentales y coreografi as.

4. Analizar y comprender el concepto
de textura y reconocer, a través de la
audicidn y la lectura de
partituras, los diferentes tipos de
textura

4.1 Reconoce, comprende | analiza
diferentes tipos de textura.

B. Conocer los principios basicos de
los procedimientos compositivos y
laz Formas de organizacion
musical.

5.1 Comprende & identifica los
conceptos y erminos bazicos
relacionados con los
procedimientos compositivos y los
tipos formales.

E. Demostrar interés por las
actividades de composizidn e
improvisacion y mostrar respeto por
la=
creaciones de sus compafieros,

Bl FRealiza improvisaciones y
composiciones partiendo de pautas
previamente establecidas.

E.2. Demuestra una actitud de
superacion y mejora de sus
posibilidades y respeta las distintas
capacidades y Formas de expresion

de sus compaheros.

Tabla 4. Contenidos, Criterios de Evaluacion y Estandares de Aprendizaje del bloque 1
de musica de 2° ESO. Fuente: (Consejeria de Educacion, Juventud y Deporte, 2015)
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2.2.4. Materiales

Boligrafo, papel, dados, tablas del juego de los dados, ordenador, simulacién del juego

de dados e instrumentos en el aula de masica (opcional).

2.2.5. Desarrollo
El Juego de Dados de Mozart (“Musikalisches Wiirfelspiel””) es una composicién musical
de Wolfgang Amadeus Mozart (1756-1791) que consiste en lo siguiente:

Mozart compuso 176 compases y los separd en dos tablas de 88 compases diferentes
(anexo 6): en cada fila se sefiala la suma del lanzamiento de los dos dados (del 2 al 12, ya
que cada dado tiene 6 caras) y en cada columna se le asocia el nimero de tiradas (16 en

total) (Rodriguez Garcia, Rocha Salamanca, & Carolina Mora, 2013).

| I 1l v \Y VI Vil Vil
2 96 22 141 41 105 122 11 30
3 32 6 128 63 146 46 134 81
4 69 95 158 13 153 55 110 24
5 40 17 113 85 161 2 159 100
6 148 74 163 45 80 97 36 107
7 104 157 27 167 154 68 118 91
8 152 60 171 53 99 133 21 127
9 119 84 114 50 140 86 169 94
10 98 142 42 156 75 129 62 123
11 3 87 165 61 135 47 147 33
12 54 130 10 103 28 37 106 5

Tabla 5. Primera tabla del Juego de dados (Mozart). Fuente: (Rodriguez Garcia, Rocha
Salamanca, & Carolina Mora, 2013).

| 1 1l v \Y Vi Vil Vil
2 70 121 26 9 112 49 109 14
3 117 39 126 56 174 18 116 83
4 66 139 15 132 73 58 145 79
5 90 176 7 34 67 160 52 170
6 25 143 64 125 76 136 1 93
7 138 71 150 29 101 162 23 151
8 16 155 57 175 43 168 89 172
9 120 88 48 166 51 115 72 111
10 65 77 19 82 137 38 149 8
11 102 4 31 164 144 59 173 78
12 35 20 108 92 12 124 44 131

Tabla 6. Segunda tabla del Juego de dados (Mozart). Fuente: (Rodriguez Garcia, Rocha
Salamanca, & Carolina Mora, 2013).
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Los alumnos tienen que lanzar dos dados y anotar el compas que determina el resultado

Guillermo Pérez Salvador

de dicha suma por cada lanzamiento en la tabla. Por ejemplo: si en el primer lanzamiento
aparece en un dado un 2 y en el otro un 4, entonces el compas correspondiente seria el
148. Si en la siguiente tirada aparecen un 1 y un 3, el compas que tienen que tocar es el

95, etc..

En esta actividad se puede trabajar una gran variedad de conceptos relacionados con la
probabilidad: el espacio muestral (conjunto de todos los resultados posibles de un

experimento) y distribucion de probabilidad.

Después se les pregunta la probabilidad que hay en cada posible resultado de la suma de

la puntuacion de los dos dados (anexo 7).

Espacio muestral
(resultado de la suma de | Combinaciones Probabilidad
los dados)

2 (<] () 1/36
(I

3 2136

=0
()
4 00 3/36
Sjn
(JE3

5 I 4136
I

=0

()6
LI
6 GG 5/36
HI
=a
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EILY

7
9 3 4/36
£
7
3
10 3/36
&)
12 1/36

Tabla 7. Probabilidades y Combinaciones posibles de cada resultado de la suma de los
dados. Fuente: Elaboracion propia.

6/36

11 2/36

Esta tabla representa la probabilidad de cada elemento muestral teniendo en cuenta el
numero de combinaciones posibles. Para hallar la probabilidad de cada lanzamiento, los
estudiantes tienen que emplear la regla de Laplace que consiste en dividir el nimero de

casos favorables entre el nimero de casos posibles.

Estos se daran cuenta que la probabilidad no es siempre la misma, sino que en cada

resultado hay una probabilidad diferente.
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Es decir, los alumnos se percataran que hay una mayor posibilidad de que la suma de los
dos dados sea 7 si lo comparan con el resto de opciones. En la grafica que viene a

continuacién se observa la distribucion de la probabilidad:

Probabilidad Distribucion de la probabilidad

0,1
0,08
0,06
0,04
0,02 ' '
0
2 3 4 8 9 10 11 12

Suma de los dados W Probabilidad

Gréfica 1. Distribucion de la probabilidad. Fuente: Elaboracion propia.

Después el profesor pregunta a sus alumnos que observen si hay algin compas que se
repita. El resultado es el siguiente (Camarero Linares, Martin Viscasillas, & Minguez
Monedero, 2014):

v \ Vi Vil Vil
141 41 105 122 11
128 63 146 46 134
158 13 153 55 110
113 85 161 2 159
163 45 80 97 36
27 167 154 68 118
171 53 99 133 21
114 50 140 86 169
42 156 75 129 62
165 61 135 47 147
10 103 28 37 106

Tabla 8. Compases repetidos de la primera tabla del Juego de Dados (Mozart). Fuente:
(Camarero Linares, Martin Viscasillas, & Minguez Monedero, 2014).

24



Matematicas y Musica
Guillermo Pérez Salvador

| I I v
2 70 121 26 9

3 117 39 126 56

4 66 139 15 132

5 90 176 7 34

6 25 143 64 125

7 138 71 150 29

8 16 155 57 175

9 120 88 48 166

10 65 77 19 82 149

11 102 4 31 164 173
12 35 20 108 92

Tabla 9. Compases repetidos de la segunda tabla del Juego de Dados (Mozart). Fuente:
(Camarero Linares, Martin Viscasillas, & Minguez Monedero, 2014).

Hay que distinguir entre dos tipos de repeticiones de compases (Camarero Linares, Martin
Viscasillas, & Minguez Monedero, 2014):

1)

2)

Aquellos compases que se repiten con la misma puntuacién del dado. Por ejemplo:
si los alumnos sacan un 2 (en un dado aparece un 1y en el otro también es un 1)
en los compases que aparecen en la primera, segunda, quinta y sexta tirada, se
percataran de que éstos tienen la misma melodia (pentagrama en clave de sol),
aungue la armonia sea un poco diferente (pentagrama en clave de fa) lo importante

es que se encuentran en la misma escala (anexo 5).

Los compases que se repiten independientemente de la puntuacion del dado. Este
hecho ocurre solamente en el octavo y en el Gltimo lanzamiento (excepto en el

compas 78).

El profesor les pregunta lo siguiente:

a)

b)

d)

¢ Cuél es la composicién mas probable? ;Cual es la probabilidad tedrica (sin tener
en cuenta la repeticion de compases)? ¢ Cudl es la probabilidad teniendo en cuenta

la repeticion de compases?

El nimero de compases que realmente tiene esta obra.

¢Cuéntos minuetos se pueden componer en total teniendo en cuenta la repeticion
de compases? Si cada compéas dura 30 segundos aproximadamente, ¢cuanto

tiempo necesitariamos para tocar todas las composiciones?

Tira los dados y anota la puntuacion en cada lanzamiento. ¢ Cual es la probabilidad

de tu composicion?
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Estos tienen que completar una tabla en la que deben indicar la probabilidad més comun

en cada tirada para hacer el apartado a (anexo 7):

1° Tabla | 1 1l v V VI Vil | VI

Resultado més
probable en los dados

Compas mas probable| 104 | 157 27 167 | 154 68 118 91

7 7 7 7 7 7 7 7

Probabilidad 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36

Tabla 10. Compases mas probables de la primera tabla del Juego de Dados (Mozart).
Fuente: (Camarero Linares, Martin Viscasillas, & Minguez Monedero, 2014).

2° Tabla | I 1l v \Y Vi Vil | VI

Resultado mas
probable en los dados

Compas mas probable | 138 71 150 29 101 | 162 23 151

7 7 7 7 7 7 7 7

Probabilidad 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36

Tabla 11. Compases mas probables de la segunda tabla del Juego de Dados (Mozart).
Fuente: (Camarero Linares, Martin Viscasillas, & Minguez Monedero, 2014).

- L. ., 6
La probabilidad tedrica de obtener esta composicion es de: ( g)m

1° Tabla | I i v \Y Vi Vil | VI

Resultado mas
probable en los dados

Compas maés probable | 104 | 157 27 167 | 154 68 118 91

7 7 7 7 7 7 7 7

Probabilidad 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 1

Tabla 12. Probabilidad real de obtener los compases méas probables de la primera tabla
del Juego de Dados (Mozart). Fuente: (Camarero Linares, Martin Viscasillas, & Minguez
Monedero, 2014).

2° Tabla | I 1l v \Y Vi Vil | VI

Resultado mas
probable en los dados

Compas mas probable | 138 71 150 29 101 | 162 23 151

7 7 7 7 7 7 7 7

Probabilidad 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 34/36

Tabla 13. Probabilidad real de obtener los compases mas probables de la primera tabla
del Juego de Dados (Mozart). Fuente: (Camarero Linares, Martin Viscasillas, & Minguez
Monedero, 2014).
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Si tenemos en cuenta la repeticion de los compases, la probabilidad de obtener esta
.., 614 34
composicionesde: (—) ™ -1- (—
p (M1 ()

Para saber el nUmero de combinaciones posibles para componer un minueto utilizando el

“Juego de Dados” de Mozart (apartado ¢) se elabora una tabla que indique el nimero de
compases diferentes que hay en cada lanzamiento:

Tabla 1 | 1 11 v V Vi VIl VI
NO
compases 11 11 11 11 11 11 11 1
diferentes

Tabla 14. NUumero de compases diferentes en la primera tabla del Juego de Dados
(Mozart). Fuente: (Camarero Linares, Martin Viscasillas, & Minguez Monedero, 2014).

Tabla 2 | 1 i v V Vi Vil Vi
NO
compases 11 11 11 11 11 11 11 2
diferentes

Tabla 15. Numero de compases diferentes en la segunda tabla del Juego de Dados
(Mozart). Fuente: (Camarero Linares, Martin Viscasillas, & Minguez Monedero, 2014).
Si multiplicamos en nimero de compases distintos por cada lanzamiento, hallamos el
nimero de combinaciones que se puede componer: 11 -1-2= 7,59-10* composiciones

distintas.

Si cada pieza dura aproximadamente 30 segundos, entonces se necesitarian:
7,59-10*4-30=2,28-10® segundos= 722 millones de afios para tocar todas las

composiciones posibles.

Finalmente, el profesor de musica les explica el algoritmo armonico que ha empleado
Mozart para componer esta obra, que consiste en la combinacién de escalas del primer
grado (ténica), el quinto grado (dominante) y el cuarto grado (subdominante) que en una
escala de Do Mayor corresponderian al Do, al Sol y al Fa.
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Figura 1. Sistema armonico bésico. Fuente: (Robles).

2.2.6. Temporalizacion
Se requieren dos sesiones (cada clase equivale a 50 minutos) para llevar a cabo esta
actividad.

En la primera sesion, el profesor de Matematicas les explica los conceptos basicos de
probabilidad y después les comenta la aplicacion de la probabilidad en composiciones

como el “Juego de Dados” de Mozart.

En la segunda sesion los alumnos analizan los compases que hay en este vals con ayuda

del profesor de Musica.

2.2.7. Evaluacién

Cada estudiante tendra que entregar la hoja de ejercicios del anexo 7.

El profesor de Matematicas evaluara los dos primeros ejercicios de la ficha con una
calificacion del 1 al 10. En estos dos ejercicios se evallan los estandares de aprendizaje
del bloque de probabilidad de 2° ESO que aparecen en el apartado 2.2.3.

El profesor de Musica evalla los otros dos ejercicios relacionados con los estandares
mencionados en el capitulo 2.2.3.
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2.3.RITMOS EUCLIDIANOS

2.3.1. Contexto
Este tipo de actividad va dirigido a los estudiantes de 2° Bachillerato, ya que, aunque
aparezcan conceptos de matematicas que los alumnos han estudiado en cursos anteriores
(como el méximo comun divisor), un requisito imprescindible para llevar a cabo esta
actividad es que los alumnos tengan desarrollado un oido musical para identificar

diferentes ritmos musicales (Consejeria de Educacion, Juventud y Deporte, 2015).

2.3.2. Objetivos

e Distinguir diferentes ritmos en distintos contextos musicales.
e Relacionar el M.C.D con el ritmo.

e Diferenciar los distintos tipos de ritmos euclidianos.

e Conocer el algoritmo de Euclides para hallar el M.C.D.

e Andlisis de la evolucion ritmica del tresillo.

2.3.3. Contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje

Bloque 2. Nimeros y algebra (12 ESO)

Contenidos Criterios de evaluacién Estandares de aprendizaje

T . 2.1. Reconoce nuevos significados y propiedades de los
Divisibilidad de los nimeros naturales . 8 yP p. .
nimeros en contextos de resolucion de

Criterios de divisibilidad . L problemas sobre paridad, divisibilidad y operaciones
2. Conocer y utilizar propiedades y nuevos
— . P . elementales
Descomposicidén de un numero en significados de los nimeros en contextos de
factores primos paridad,

2.2. Aplica los criterios de divisibilidad por 2, 3,5, 9y 11

divisibilidad y operaciones elementales,
para descomponer en factores primos

mejorando asi la comprension del concepto y

Divisores comunes a varios numeros :
de los tipos

. 2.3. Identifica y calcula el maximo comiin divisor de dos
de numeros. ¥

- PR . 0 mas

El maximo comun divisor de dos o més . ) .
. nimeros naturales mediante el algoritmo adecuado y lo
nimeros naturales

aplica problemas contextualizados

Tabla 16. Contenidos, Criterios de Evaluacion y Estdndares de Aprendizaje del bloque 2
de matematicas de 1° ESO. Fuente: (Consejeria de Educacion, Juventud y Deporte, 2015).

30



Matematicas y Musica

Guillermo Pérez Salvador

£=& Universidad

.

an an
ahi
n frory

)

Bloque 1. Percepcidn, analisis y documentacion [2* bachillerato)

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje

1. Ezcucha y visionado de obras de

mizicay de danza representativas,

Caracteristicas estéticas y
eztilisticas

Z.Laobra artistica en su contexto
histarico. Funcian social de la
mizicay de la danzay de los
artiztas en las diferentes dpocas.

3. Elaboracian de
argumentaciones § juicios
personales, utilizando el laxico y la
terminologi a especitica, sobre
obras y testos relacionados con la
midsica o la danza, con las
corfientes estéticas o con los
autares.

1. Expre=ar juicios personales mediante
un analisiz estético o un comentario
critico a partir de la audicidn o visionado
de una obra determinada, considerando
aspectos tEcnicos, expresivos &
interpretativos, utilizando los
conocimientos adquiridos yla
terminalogi a apropiada.

1.1. Realiza desde una perspectiva

perszonal una valoracion estética

y critica de una obra concreta, o

de unainterpretacian de la
Mi=ma.

1.2. Oomina el vocabularioy la
terminologi a cientifica aplicados
alamisicay aladanza.

13, Con=ulta y contrasta las

fuentes de informacion
adecuadas parala elaboracion de
o= comentarios.

2. Situar cronoldgicamente una obra,
tras su escucha o visionado, o
comparar obras de similares
caracteri sticas, representativas de los

2.1, Identifica y zitda

cronoldgicamente los diferentes

periodos de la historia de la
midsicay de ladanza.

prinzipales estilos o escuelas,
zefialando semejanzas y diferencias
entre ellas.

2.2 Conktexstualiza la obra en su
maomenta histdrico yha
estili stico

3 dentificar las circunstancias
culturales o socioldgicas que puedan

A1Comprende y explicala
complejidad del fendmena
arti stico extrayendo
concluzsiones propias en basze a
los conocimisntos adquiridos en
la materia.

incidir en el desarrollo evalutivo de las
distintas épocas, estilos o autores mas
representativos de la historia de la
midsica y de la danza.

3.2.Entiende y esplica la funcidn
de laz obras, lainfluencia en la
sociedad y en otras disciplinas
artisticas en el momenta de su
creacion.

3.3 Comprende y describe 2l
procesa creativo de misicos y
coreagrafos,

4. Elaboracian de valaraciones
estéticas propias sobre autores y
obras, interrelacionando la misica

yla danza con su contestoy
utilizando la informacian
procedente de diversas fuentes,
inzluidas las tecnaoldgicas.

4. Enplicar, a partir de un ejempla
propuesto, a través de un analisis o
comentario, la utilizacion de la misicay

4.1 Comprende y explica el papel
de la misicay de ladanzayla
Maners en que s& relacionsa con
otras arkes para configurar junto
aellaz una obra artistica tatal,

de la danza como soporte de un kesto
literario o como medio de
intensificacion dramatica en dperas,

4.2, Explica la utilizacidn que e
ha hecho de la misica enuna
situacion concreta,

ballek, cine o teatro.

4.3, Selecciona piezas musicales
para sonorizar o ambientar
situaciones artisticas concretas.

Tabla 17. Contenidos, Criterios de Evaluacion y Estandares de Aprendizaje del bloque 1
de musica de 2° Bachillerato. Fuente: (Consejeria de Educacion, Juventud y Deporte,

2015)

2.3.4. Materiales

Pizarra, tizas, papel, boligrafos, hoja de ejercicios, ordenador e Internet.
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2.3.5. Desarrollo

2.3.5.1. Introduccién

Esta sesion estructurada en tres partes:

La primera es sobre el concepto de maximo comun divisor (M.C.D) y se explicara un

método para hallar el MCD de dos nimeros con el algoritmo de Euclides.
La segunda es sobre la relacion entre este algoritmo y el ritmo.

La tercera parte es sobre la aplicacion de los ritmos euclideos (o euclidianos) en diferentes

estilos musicales.

2.3.5.2.Algoritmo de Euclides
El profesor explicarad a sus alumnos una nueva forma de definir el concepto de division
como una formacién de grupos de objetos. El dividendo es el nimero total de objetos,
mientras que el divisor es el tamafio de los grupos. Por lo tanto, el cociente es el nimero

de grupos.

Sin embargo, cuando el numero de grupos no es exacto, aparece el resto de una division.
Por ejemplo: si tenemos 14 objetos (en la figura 2 se han representado estos objetos con
unos) y queremos distribuirlos en 4 grupos, entonces en cada grupo habra 3 objetos y
sobran dos (se representan por filas el nimero de grupos) (Gémez, El algoritmo de

Euclides como principio musical, 2018):

1111111111111—»

T
R T
T e

Figura 2. Representacion del maximo comun divisor (Euclides). Fuente: (Gémez, El
algoritmo de Euclides como principio musical, 2018).

En esta tabla se puede deducir la ecuacion general de la division como: D=d-c+r donde D
es dividendo, d es divisor, ¢ es el cociente y r es el resto. Es decir, en el ejemplo anterior
se comprueba que: 14=4-3+2
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Después el profesor explica a sus alumnos una forma de encontrar el M.C.D de dos
numeros que es mediante el algoritmo de Euclides que es descrito por este Euclides en su

obra “Elementos”. Se basa en lo siguiente (Khan Academy, 2017):

e MCD(A0)=A.
e MCD(A,B) = MCD(B,R) donde A=B-C+R (ecuacion general de la division).

Este proceso se puede repetir hasta que el resto sea igual a cero (propiedad 1). Ademas,
hay que tener en cuenta que cada vez el resto sera menor. Por lo tanto, el maximo comun

divisor sera el dltimo resto no nulo que se obtiene en esta serie de divisiones sucesivas.

Para demostrar que la primera propiedad es cierta hay que tener en cuenta que si el
dividendo de una division (B) es igual a cero, entonces para que se cumpla que A=B-C+R,

R tiene que ser igual a A.

Ademas, si R=0, entonces el M.C.D (A, B) = B. Por ejemplo: el M.C.D de (12,4) =4, ya
que el resto es igual a 0, y el 4 es el divisor comUn de 12 y 4.

Una forma maés sencilla de que el profesor explique la demostracion del algoritmo de
Euclides es mediante una explicacion geométrica (Archimedes Tube, 2020):

El profesor escribe dos segmentos de diferentes tamafos:

Figura 3. Segmentos AB y CD. Fuente: Elaboracion propia

Los segmentos AB y CD tienen un tercer segmento que pueda dividir tanto el segmento

AB como el segmento CD.

El siguiente paso es comprobar cuantas veces se puede incluir el segmento pequefio (CD)
en el segmento grande:
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Figura 4. Division del segmento AB entre el segmento CD. Fuente: Elaboracion propia.

Se observa que el segmento AB es igual a 3 veces el segmento CD mas el segmento EB.

Después se comprueba cuantos segmentos EB caben en el segmento CD:

5 | | G
bl |

C D

AETARERRNEY

EB

¥

Figura 5. Division del segmento CD entre el segmento EF. Fuente: Elaboracion propia.

Se observa gue hay exactamente 11 segmentos EB en CD. Si AB=3CB+EB, y CB=11EB,
entonces AB= 3-11+1=34 segmentos EB. Hemos descubierto un segmento que puede

dividir tanto a AB como a CD de forma exacta.

Después el profesor pondra un ejemplo para que los alumnos entiendan mejor este
concepto: queremos saber el M.C.D de 81 y 18. Tenemos que el segmento AB=81y el

segmento CD= 18 para resolver dicho problema:

Figura 6. Maximo comun divisor de los segmentos AB y CD. Fuente: Elaboracion
propia.
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Se observa que cuatro segmentos CD caben en el segmento AB. Este suceso se puede
comprobar dividiendo 81 entre 18, cuyo cociente es 4 (justo el nUmero de segmentos CD

que aparecen en el segmento AB) y el resto es 9 (lo que mide EB).

A continuacién, hay que averiguar cuantos segmentos EB caben en el segmento CD. Se
realiza el mismo procedimiento que antes. Como la division entre 18 y 9 es exacta (su

cociente es 2, que es el nimero de segmentos EB que aparecen CD).

Si AB= ACD+EB y CD=2EB, entonces el m&ximo comun divisor de (81, 18):
AB=4(2EB) +tEB ——» AB=9 EB—81=9EB—EB=09.

Por lo tanto, el M.C.D de 81 y 18 esigual a 9.

A continuacion, los alumnos tienen que realizar unos ejercicios de hallar el M.C.D de dos

nameros utilizando el algoritmo de Euclides (Anexo 8).

2.3.5.3. Relacién entre el algoritmo de Euclides y el ritmo musical
Existen diferentes aplicaciones para el algoritmo de Euclides entre las cuales esta la

relacion que hay entre este algoritmo y la mdsica.

Para que el profesor pueda introducir este tema, es importante que los estudiantes sepan

conceptos de masica como:

e Pulso: unidad para medir el tiempo en fragmentos iguales. Este elemento musical
es imprescindible para el musico, ya que le sirve como referencia temporal. (Pérez
Porto & Merino, 2015)

Pulso

Figura 7. Representacion de un pulso musical. Fuente: (Pérez Porto & Merino,
Definicion de Pulso Musical, 2015).

e Ritmo: estd formado por una sucesion de sonidos (notas y silencios) que se tocan

en el pulso (Pérez Porto & Gardey, Definicion de Ritmo Musical, 2014).

Ritmo
| e[ o] |

Figura 8. Representacion de un ritmo musical. Fuente. (Pérez Porto & Gardey,
Definicion de Ritmo Musical, 2014).
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A continuacidn, el docente comenta a sus alumnos que van a crear ritmos empleando las

propiedades del algoritmo de Euclides.

Para ello se va a realizar un ejercicio en clase (como ejemplo) para que los alumnos
observen la distribucion de las notas en un tramo temporal con un cierto nimero de
pulsos. Para ello, el ritmo se indicara con un 1, mientras que los silencios se haran con un
0. El ejercicio consiste en lo siguiente: Hay que repartir 4 notas en un tramo temporal de
12 pulsos. Por lo tanto, hay que dividir 12 por 3, cuyo resultado es 4. El ritmo resultante

seria:

_ 1] of of 1] of o 1 of of 1 o of
Figura 9. Ejemplo del ritmo euclidiano E (12,4). Fuente: (Gémez, EIl algoritmo de
Euclides como principio musical, 2018)

Sin embargo, existe un inconveniente: ;como podemaos distribuir un nimero de notas (n)
en un tramo temporal de X pulsos y cuya division entre X y n el cociente no sea un nimero
entero? (Gémez, El algoritmo de Euclides como principio musical, 2018). Por ejemplo:
si se quiere tocar 8 notas en 12 pulsos ;,como hariamos la distribucion? Aunque si hiciese
la divisién entre 12 y 8 (el cociente es 3/2), hay que tener en cuenta que las fracciones de
pulso no existen. La solucién pasa por seguir “el principio de regularidad”. ;En qué

consiste este principio?

Se trata de distribuir de la manera mas uniforme el nimero de notas respecto al total de
pulsos que hay en una linea temporal. Se basa en dos propiedades (Gomez, El algoritmo

de Euclides como principio musical, 2018):

1. Solo puede haber dos distancias entre las notas.
2. Esas distancias tienen que ser d y d+1.

Siguiendo el ejercicio anterior para distribuir 8 notas en 12 pulsos se colocaria un silencio
cada dos notas con el fin de aplicar este principio. La sucesion de distancias seria
(1,2,1,2,1,2,1,2):

_ o 1] 1] of 1 1] of 1] 1] of 1] 1]
Figura 10. Ritmo euclidiano E (12,8). Fuente: (Gomez, El algoritmo de Euclides como
principio musical, 2018).
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El profesor pregunta a sus alumnos cuantas veces se repite el patrén (011). Hay que tener
en cuenta que el nimero de repeticiones coincide con el M.C.D de 12 y 8, ya que
indirectamente se esta aplicando el algoritmo de Euclides. De hecho, este tipo de ritmos

se les denomina “ritmos euclidianos”.

Después, el profesor comenta que hay un algoritmo para desarrollar ritmos euclidianos
denominado “Algoritmo de Bjorklund” que se basa en lo siguiente (Gémez, El algoritmo

de Euclides como principio musical, 2018):

1) Queremos distribuir 5 notas en 12 pulsos (12,5). Lo primero que hay que hacer es
poner las notas (se le asigna un 1) por un lado, y por el otro, los silencios (en este
caso son 7, ya que es el resultado de restar el namero de pulsos menos el nimero

de notas):

_1f o] 1] 1f 1) [ of of of of of o o
Figura 11. Distribucion de los pulsos y silencios en el ritmo euclidiano de E (12,5).
Fuente: (Gomez, El algoritmo de Euclides como principio musical, 2018).

2) Se van a formar grupos de 5 entre silencios y notas:

ooy 1 ) A [Col 9

0 \o 0o \0 \0

1255242

Observamos que hay 5 grupos de “uno — cero” y ha sobrado dos silencios. Posteriormente

se formaran grupos con el resto de la division de 12 entre 5 (en este caso es 2).

3) Se agrupan las notas o silencios del resto (en nuestro caso es 1,0,1,0) y en vez de
colocarse en filas de 7, se va a hacer en filas de dos, ya que es el mismo namero

de filas que hay en el resto del apartado 2:

=

1
0
1

O~ |O

0 0 0
Figura 12. Formacion de grupos entre notas Yy silencios del ritmo euclidiano de E (12,5).
Fuente: (Gomez, El algoritmo de Euclides como principio musical, 2018)
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5=2-2+1. Es decir, se han formado 2 grupos de (1010) y nos ha sobrado un patrén
que no se repite (0100). Se deja de aplicar este algoritmo cuando solo haya un
grupo sobrante, es decir, que el resto de la division sea igual a uno.

4) El patron que estamos buscando se lee por columnas (de izquierda a derecha). La
solucion seria: (101010100100). Es importante destacar que da igual el orden del
patrén, es decir, también estaria bien (100101010100) u otras combinaciones

posibles que sigan el mismo patron.

Es importante que el profesor de importancia al procedimiento descrito anteriormente, ya
que realmente se ha aplicado una version del algoritmo de Euclides. Es decir, se ha
formado grupos de notas y silencios relacionando el méximo comun divisor entre el

numero de notas y de silencios: (12,5)= (5,2)=(2,1).

2.3.5.4. Aplicacion de los ritmos euclideos
Después los alumnos tendran que hacer unos ejercicios sobre el algoritmo de Bjorklund

(anexo 8) y el profesor explicard en qué canciones aparecen dichos ritmos:

El primer ejemplo que aparece en la ficha es E(8,3) cuyo ritmo euclidiano es (10010010)
y aparece en muchas canciones de diferentes estilos. Este patron ritmico se le denomina
“tresillo” (ritmo) en EE. UU (no confundirse con la otra acepcion de tresillo que significa
que se tocan dos notas en vez de tres). El tresillo (ritmo) aparece en distintos géneros

musicales como Rock, Reggaeton, Pop.. (Bennett, 2018)

Figura 13. Representacion del tresillo. Fuente: (Bennett, 2018)

Seguidamente, éste les ensefia como es este ritmo y les pregunta si conocen alguna
cancion que tenga este ritmo. Ademas, les mostrara estos dos videos que recopilan varias
canciones con este ritmo y que ademas son muy conocidas como, por ejemplo: Despacito
(Fonsi, 2017) o Shape of you (Sheeran, 2017) (Hit Song Helix, 2017).

Asimismo, el profesor explica la evolucion de este ritmo:

El origen de este ritmo se remonta en Africa (subsahariana) hace mas de 500 afios. Los
esclavos africanos que fueron a Cuba, transmitieron este estilo musical a los cubanos y se

popularizo en la poblacion. Los cubanos pusieron nombre a este ritmo y lo llamaron
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“Habanera”. Sin embargo, hicieron una variacién respecto de ritmo original de Africa
(Bennett, 2018):

EH . . > . b4 .
: JI JI :
Figura 14. Representacion de la Habanera. Fuente: (Bennett, 2018)

Los cubanos difundieron el género musical “Habanera” por Europa. De hecho, un claro
ejemplo de “Habanera” es la famosa aria que aparece en Carmen de Bizet (1875)

(Bennett, 2018).

Por otra parte, algunos musicos de Nueva Orleans fueron a Cuba y se nutrieron de la
cultura cubana. Estos adaptaron el ragtime y el jazz con el ritmo de la Habanera y asi
surgio el jazz. Un ejemplo de ragtime que utilice este patron ritmico es la segunda parte
de la cancion “Solace” de Scott Joplin, que curiosamente aparece en la pelicula de “El
Golpe” (The Sting). Un ejemplo de jazz es la cancion “New Orleans Blues” (New Orleans
Music Review, 2011) de Jelly Roll Morton (1904) (Bennett, 2018).

Este estilo se popularizé también en EE. UU y surgieron varias vertientes, como, por

ejemplo:

- El charleston: James P. Johnson compuso una cancion llamada “The Charleston”
(oldtimecharlie, 2008), que fue un éxito en los afios 20 y supuso la aparicion de
un estilo de baile con el mismo nombre que la cancion (“The Charleston™ esta
inspirada en una ciudad de Carolina del Sur). Ademas, James P. Johnson hizo
algunos cambios en el ritmo (hay un silencio de corchea en vez de una corchea)
(Bennett, 2018)

e = v
— —

Figura 15. Representacion del Charleston. Fuente: (Bennett, 2018)

- Rock And Roll (afios 50): Algunas de las canciones de Elvis Presley toman como
referencia ritmica el tresillo. Un ejemplo es la version que hizo Elvis Presley de
la cancion de “Hound Dog” (1956) en la que el piano sigue este patron ritmico
(Presley, 2013) (Hit Song Helix, 2017).
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- Nacimiento del Reggaeton (afios 90): Dem Bow (Ranks, 2017) es una cancion
jamaicana que se publico en 1990 y que supuso el nacimiento de un género
musical que actualmente es muy popular: el Reggaeton. Ademas, el origen de
dicho estilo musical fue en Puerto Rico y se ha ido expandiendo en todo el mundo.
Un ejemplo de una cancion muy popular de Reggaeton que utiliza el tresillo es
“Gasolina” (Yankee, 2017). Otro ejemplo es “Hips don’t lie” (Shakira, 2009)
(Bennett, 2018). Ambas canciones siguen este patrén, que es el que actualmente

se escucha en el Raggueton (Bennett, 2018):

e == — 3

Figura 16. Representacion del tresillo en el Reggaeton. Fuente: (Bennett, 2018)

- Pop y Reggaeton (actualidad): Los productores empezaron a apostar por este
estilo ritmico (tresillo) a partir de los 2000. Actualmente la base de la mayoria de
las canciones de Reggaeton es la misma que la que aparece en la imagen anterior
como, por ejemplo: Despacito (Fonsi, 2017) o “Be The One” (Lipa, 2015) (Hit
Song Helix, 2017).

El segundo ejercicio que aparece en la ficha es E(8,5) con un patrdn ritmico de
(10110110) que se le denomina “Cinquillo” en Cuba. Este tipo de ritmo aparece en
diferentes géneros musicales como en el jazz, en la masica cubana o en el Rock & Roll
(afos 50). Este ritmo euclidiano esta muy relacionado con el tresillo. Un ejemplo de una
cancién que aparezca un tresillo y cinquillo es “Hound Dog” de Elvis Presley (1956). El

cinquillo es el ritmo que tocan las palmas y el piano suena con un ritmo de tresillo.

— h
|® 8" & &

Figura 17. Representacion del cinquillo. Fuente: (Gomez, El algoritmo de Euclides como
principio musical, 2018).

Una actividad para llevar a cabo lo que han aprendido del tresillo y del cinquillo es que

el profesor muestre la cancién de Elvis que anteriormente se ha analizado y que la mitad
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de la clase toque las palmas con un ritmo de cinquillo y la otra mitad, con un ritmo de

tresillo.

El siguiente ejercicio que aparece en el anexo 8 es E(7,3) cuyo ritmo euclideo es
(1010100) que aparece en la cancion “Money” de Pink Floyd (1973) (Derivando, 2019).

El cuarto ejercicio es E(3,2) caracteristico de la cueca (género musical de Sudamérica)

que aparece en este video: https://www.youtube.com/watch?v=2LgAbnsXaNQ

El quinto y sexto apartado aparecen ritmos caracteristicos de Africa como son E(12,5)
y E(12,7) cuyas pautas ritmicas son (10101010100) y (101011010101) respectivamente.
El primer ritmo euclidiano se le denomina Fume-fume y el segundo se le llama gamamla
0 Bembé. El profesor puede enseriar este video
(https://www.youtube.com/watch?v=d2yDN-nN2k0) para que los alumnos asimilen

estos ritmos africanos.

'&r:'r:'rvj';rr

Figura 18. Representacion del Fume-fume. Fuente: (Gomez, El algoritmo de Euclides
como principio musical, 2018).

Figura 19. Representacién del Bembé/Gamamla. Fuente: (Gomez, El algoritmo de
Euclides como principio musical, 2018).

El ultimo apartado es un ritmo euclidiano de E(16,5) de una Bossa-Nova
(1001001001001000), estilo musical que es muy popular en Brasil y que sigue el
siguiente (Gémez, El algoritmo de Euclides como principio musical, 2018).

L J‘I# - |§_‘ J ‘;-‘-lhli

Figura 20. Representacion de la Bossa-Nova. Fuente: (Gémez, El algoritmo de Euclides
como principio musical, 2018).
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En este  video se muestra como se toca una bossa  nova:

https://www.youtube.com/watch?v=mZ_mEmaJu98

Este otro video es una version de Bossa Nova de la cancion Rolling in the Deep:

https://www.youtube.com/watch?v=eDpTtgel6F0

Estopa compuso una cancién que se titula “Bossanova” inspirada justamente en este

ritmo: https://www.youtube.com/watch?v=SX01cQFA rk

Otras aplicaciones

Ademas de utilizar el algoritmo de Euclides para hallar una gran variedad de ritmos,
también tiene otras utilidades como: sincronizacion en los aceleradores de neutrones y

dibujo de rectas digitales. (Gémez, Si Euclides lo supiese...se sentiria orgulloso , 2014).

- Sistema de sincronizacion en los aceleradores de neutrones que consistia en
activar unas puertas, que controlaban el voltaje de dicho acelerador de particulas,
dentro de los n intervalos de tiempo de la manera mas homogénea.

- Dibujo de rectas digitales: el principal objetivo es trazar una recta entre dos puntos
en el plano en el que hay una sucesion de pixeles. En la siguiente figura se
representa de azul los pixeles. Curiosamente, el patron que sigue el numero de
pixeles que se encuentran situados debajo de la recta es: (43333) que coincide con
el ritmo euclidiano de E(16,5): (1000100100100100). Hay que tener en cuenta
que el punto (16,5) es el punto 6ptimo para unir con el punto inicial (0,0) con el
objetivo de que dicha recta se vea con mayor nitidez en las pantallas de cualquier

dispositivo electrénico.

4 8 12 16

Figura 21. Recta en el que hay una sucesion de pixeles. Fuente: (Gomez, Si Euclides lo
supiese...se sentiria orgulloso , 2014)
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2.3.6. Temporalizacion
Seran necesarias un par de sesiones (cada clase equivale a 50 minutos) para poner en

practica todo lo que se ha citado respecto a los ritmos euclidianos.

En la primera sesion, el profesor de Matematicas les explica el algoritmo de Euclides y

su demostracion.

En la segunda sesion, los alumnos analizan los diversos estilos musicales que emplean

ritmos euclidianos en la clase de musica.

2.3.7. Evaluacion
Los alumnos tendran que entregar la hoja de ejercicios del anexo 8 a su profesor de

Modsica.

Este sera el encargado de evaluar los ejercicios de la ficha del anexo 8, ya que el contenido
que aparece en las actividades de los ritmos euclidianos estd mas relacionado con el

curriculo de musica de 2° Bachillerato.
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3. ANALISIS PEDAGOGICO DE LAS ACTIVIDADES PROPUESTAS

Estas actividades van dirigidas a los alumnos de secundaria. Un factor clave para motivar

a los estudiantes es adaptar sus gustos musicales al contenido que se quiere impartir.

En el primer bloque se analiza la simetria musical. Para ello se ha seleccionado una banda
sonora (como es el caso de Star Wars) con el propdsito de estimular al alumnado (esta
saga es muy popular entre los adolescentes).

En la segunda actividad se emplea una metodologia denominada “Gamificacion” que
consiste en que los estudiantes aprendan contenido (en este caso de probabilidad)
mediante juegos. La ventaja principal es que cuando los alumnos asocian un contenido a
un juego, llegan a interiorizar mejor los conocimientos que han ido adquiriendo durante

todo el proceso de aprendizaje.

En la tercera actividad se analizan los ritmos euclidianos de estilos musicales que
predominan en los adolescentes de hoy en dia (como el reggaeton) con la intencion de
que éstos observen la aplicacion del méximo comun divisor (algoritmo de Euclides) en
canciones que suelen escuchar. Ademas, también se estudian ritmos euclidianos en otros
géneros musicales (como el rock) para aquellos estudiantes que prefieren otros estilos

musicales para que éstos puedan participar en esta actividad y se sientan motivados.

Después de finalizar cada actividad se entregara una encuesta a cada alumno para que la
completen (anexo 9). Su finalidad es recopilar la opinion de los estudiantes para ver qué
aspectos se pueden mejorar.
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4. CONCLUSIONES

Las matematicas y la musica han estado muy relacionadas a lo largo de la historia. De

hecho, las matematicas han servido para que evolucione la musica y haya mayor variedad
musical como se ha mencionado en este informe (por ejemplo, los ritmos euclidianos o

las simetrias musicales).

Asimismo, el objetivo principal de este trabajo es que los alumnos de la ESO y
Bachillerato aprendan a relacionar conceptos matematicos con la musica a partir de los
ejercicios propuestos, que puedan desarrollar una mayor riqueza musical y que sean mas

criticos cuando éstos escuchen una composicion musical.

Para ello, es necesario adaptar estas actividades a los gustos de los adolescentes como el
Reggaeton, Rock o la banda sonora de Star Wars y utilizar metodologias didacticas como

la gamificacion para motivar al alumnado.
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6. ANEXOS

ANEXO 1. EJERCICIOS DE SIMETRIA MUSICAL
Nombre: Apellidos:

Fecha: Curso:

Ejercicio 1. Contesta a las siguientes preguntas sobre “Duel Of Fates™:

a) ¢Qué nota es la mas aguda y la méas grave?

b) Escribe la linea melddica como si fuese una funcion (el eje x representa el tiempo,
mientras que el eje y representa el tono). P.D: El punto (0,0) representaria un do
central si fuese la primera nota del primer compas.

c) ¢Qué significado tiene la simetria musical en esta cancion?
Ejercicio 2. ;Por qué decimos que el “Canon del Cangrejo” tiene una simetria musical?

Ejercicio 3. ;Qué patrones armoénicos hay en el “Duo de la Mesa”? ;Por qué suena

armonicamente bien esta pieza musical?
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ANEXO 2. PARTITURA DE DUEL OF FATES
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Figura 22. Partitura de Duel Of Fates. Fuente: (Cheng, 1999)
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Figura 23. Partitura de Duel Of Fates (parte 2). Fuente: (Cheng, 1999)
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ANEXO 3. PARTITURA DEL “CANON DEL CANGREJO”
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Figura 24. Partitura del Canon del Cangrejo. Fuente: (Cultura Inquieta, 2017)
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ANEXO 4. PARTITURA DE “DUO DE LA MESA”
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Figura 25. Partitura del Duo de la Mesa. Fuente: (Ros, 2016)
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Figura 26. Andlisis de la partitura del Juego de Dados de Mozart. Fuente: (Vlashi &
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ANEXO 5. PARTITURA DEL JUEGO DE DADOS DE MOZART
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Figura 27. Partitura del Juego de Dados. Fuente: (Mozart, 1777)
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ANEXO 6. TABLAS DEL JUEGO DE DADOS

Tablal |1 I i v \Y Vi VI VI
2 96 22 141 41 105 122 11 30
3 32 6 128 63 146 46 134 81
4 69 95 158 13 153 55 110 24
5 40 17 113 85 161 2 159 100
6 148 74 163 45 80 97 36 107
7 104 157 27 167 154 68 118 91
8 152 60 171 53 99 133 21 127
9 119 84 114 50 140 86 169 94
10 98 142 42 156 75 129 62 123
11 3 87 165 61 135 47 147 33
12 54 130 10 103 28 37 106 5

Tabla 18. Primera tabla del Juego de dados (Mozart). Fuente: (Rodriguez Garcia, Rocha
Salamanca, & Carolina Mora, 2013).

Tabla2 |1 I i v \% Vi Vil Vil
2 70 121 26 9 112 49 109 14
3 117 39 126 56 174 18 116 83
4 66 139 15 132 73 58 145 79
5 90 176 7 34 67 160 52 170
6 25 143 64 125 76 136 1 93
7 138 71 150 29 101 162 23 151
8 16 155 57 175 43 168 89 172
9 120 88 48 166 51 115 72 111
10 65 77 19 82 137 38 149 8
11 102 4 31 164 144 59 173 78
12 35 20 108 92 12 124 44 131

Tabla 19. Segunda tabla del Juego de dados (Mozart). Fuente: (Rodriguez Garcia,
Rocha Salamanca, & Carolina Mora, 2013).
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ANEXO 7. EJERCICIOS DEL “JUEGO DE DADOS” DE MOZART

Nombre: Apellidos:

Fecha: Curso:

Ejercicio 1. Completa esta tabla:

Espacio muestral (resultado de la

suma de los dados) Combinacianes Porcentaje

10

11

12
Tabla 20. Combinaciones posibles por cada resultado de la suma de dos dados. Fuente:
Elaboracidn propia

Ejercicio 2. Realiza un gréfico que represente el nimero de casos por cada resultado de
la suma de los dados. ;Qué combinacidn tiene mas probabilidades de aparecer? ;Y la que

menos?
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Ejercicio 3. Observa la tabla del “Juego de Dados” y contesta a las siguientes preguntas:

a) ¢Cual es la composicion més probable? ;Cual es la probabilidad tedrica (sin tener en
cuenta la repeticion de compases)? ¢Cudal es la probabilidad teniendo en cuenta la

repeticion de compases?
b) ¢Cuantos compases hay realmente en esta obra?

¢) ¢Cuantos minuetos se pueden componer en total teniendo en cuenta la repeticion de
compases? Si cada compas dura 30 segundos aproximadamente, ¢cudnto tiempo

necesitariamos para tocar todas las composiciones?

d) Tira los dados y anota la puntuacion en cada lanzamiento. ¢Cual es la probabilidad de

tu composicion?

Ejercicio 4. ;Cual es el truco que utiliza Mozart para que independientemente del
resultado de los dados suene armdnicamente bien?
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ANEXO 8. EJERCICIOS DEL RITMO EUCLIDIANO.

Nombre: Apellidos:

Fecha: Curso:

Ejercicio 1. Halla el madximo comdn divisor de dos numeros utilizando el algoritmo de

Euclides:

a) 20y12
b) 135y 120
c) 1584y 684

Ejercicio 2. Aplica el algoritmo de Bjorklund para hallar los siguientes ritmos. Escribe

los estilos musicales que son caracteristicos de estos ritmos:

a) E(8,3)
b) E(8,5)
c) E(7,3)
d) E @32
e) E(12,5)
f) E(12,7)
g) E(16.,5)

65



Matematicas y Musica

Guillermo Pérez Salvador
ANEXO 9. ENCUESTA DE MEJORA

Actividad:

Fecha:

Curso:

£=& Universidad

.
an
Ak
)
ssasa

Totalmente
en
desacuerdo

En desacuerdo

Neutral

De acuerdo

Totalmente de
acuerdo

El profesor habla
de formaclaray
concisa

Considero que ha
sido dificil esta
actividad

La clase ha sido
dinamica

El contenido que
se ha impartido se
ha ajustado al
tiempo establecido

El profesor ha
demostrado
entusiasmo cuando
ha dado la clase

Considero que he
aprendido mucho

Observaciones:
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