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La primera cáscara cilíndrica larga de cubierta apare-
ce en Alemania en 1924, para cubrir un edificio per-
teneciente a la compañía Zeiss.

Hasta los años 20, concretamente en Alemania, el 
comportamiento estructural de las cáscaras delgadas 
de hormigón se venía estudiando como si de «mem-
branas» se trataran. Estos estudios determinaron que 
si los esfuerzos existentes en una cáscara delgada, 
pero lo suficientemente rígida, fueran exclusivamen-
te de compresión, tracción y tangencial, todos ellos 
contenidos en el espesor de la cáscara y sin existir en 
ningún caso esfuerzos de flexión, el espesor de la lá-
mina podría ser muy pequeño, hasta unos pocos cen-
tímetros, con tal de que su forma y sus condiciones 
de sustentación satisficieran ciertas condiciones fun-
damentales. Obviamente el material que se ajustaba a 
este modelo matemático era el hormigón armado, por 
su capacidad moldeable, incluyendo en su interior ar-
maduras de refuerzo para contrarrestar esfuerzos de 
tracción y cortante. Sin embargo, para ello, era nece-
sario cumplir con una serie de premisas referentes al 
modo de sustentación. Por esta razón, y para que las 
ecuaciones de equilibrio siguieran siendo válidas tras 
la deformación de la cáscara, los desplazamientos 
debían ser pequeños en comparación con su espesor. 

Tras la Primera Guerra Mundial, las cáscaras cilín-
dricas de cubierta se impusieron como tipologías es-
tructurales capaces de cubrir grandes luces con un 
gasto mínimo de material; surgiendo un nuevo siste-
ma estructural de cubrición, ideal para espacios de 
tipo utilitario, tales como estaciones, almacenes, na-

ves y hangares, etc., en definitiva, espacios que hasta 
el momento se construían en acero (figura 1).

A partir de los años 20, confluyeron dos condicio-
nes claves que determinaron el origen del cálculo es-
tructural de las cáscaras cilíndricas largas; por un 
lado, urgía establecer un método de cálculo debido al 
auge constructivo y, por otro, coincidió con un mo-
mento caracterizado por un significativo aprecio por 
las matemáticas. 

Estos hechos repercutieron enormemente en los 
métodos de cálculo surgidos, aplicados al análisis es-
tructural de las cáscaras cilíndricas largas y basados 
en el método matemático de referencia: la Teoría de 
la Elasticidad. 

APLICACIÓN DE LA TEORÍA ELÁSTICA AL CÁLCULO 
ESTRUCTURAL DE LAS CASCARAS CILÍNDRICAS LARGAS 
DE CUBIERTA

El aporte revelador de la escuela alemana fue el ori-
gen, y posterior desarrollo, del cálculo estructural de 
las cáscaras cilíndricas largas de cubierta, basado en 
el marco teórico de referencia del momento: la Teo-
ría de la Elasticidad. 

La aplicación de la teoría de la elasticidad al cál-
culo estructural de estas tipologías fue desarrollada 
en el decenio de 1930, en Alemania, gracias a la la-
bor de los ingenieros Fr. Dischinger (Dischinger 
1928a; 1930b; 1935c; 1936d) y U. Finsterwalder 
(Finsterwalder 1932a; 1935b; 1936c), y posterior-
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mente del noruego A. Aas Jakobsen (Jakobsen 
1937a; 1939b). 

A pesar de la repercusión constructiva que desperta-
ron, el principal problema seguía siendo la dificultad 
que poseían los ingenieros del momento para formular 
analíticamente su comportamiento estructural y resol-
ver las ecuaciones surgidas del proceso matemático. 

La determinación del problema matemático, pro-
porcionada por las ecuaciones de equilibrio, se con-
vertía en indeterminada cuando la cáscara se unía a 
otros elementos estructurales deformables, tales 
como vigas de borde, otras cáscaras análogas y conti-
guas, etc. En estos casos, el problema se convertía en 
hiperestático, por lo que no bastaban las ecuaciones 
de equilibrio para resolver el problema, siendo nece-
sarias otras ecuaciones derivadas de teoremas de tra-
bajo que aumentaban considerablemente la compleji-
dad del desarrollo matemático. 

Gracias a los estudios realizados por los ingenieros 
Finsterwalder (Finsterwalder 1932) y Dischinger 
(Dischinger 1935), se determinó la existencia de mo-
mentos flectores debidos a la presencia de nuevos es-
fuerzos en el borde de la cáscara, como consecuencia 
de la ubicación del elemento de borde. Ante ello, la 
formulación matemática aportada por la teoría analí-
tica, tan enraizada en este momento y referida a ma-
teriales ideales, homogéneos e isótropos, que respon-
dían a la ley de Hooke, fue aplicada igualmente al 
cálculo estructural de las cáscaras cilíndricas largas 
de hormigón armado, sin detenerse a analizar las ca-

racterísticas propias del nuevo material constructivo; 
por lo que, tras el cálculo, se conseguía obtener cás-
caras perfectas, realizadas con un material ideal, pero 
no reales.

En 1935, Dischinger, apoyándose en los estudios 
previos de Finsterwalder, logra obtener una teoría ri-
gurosa de cálculo estructural analítico para las cásca-
ras cilíndricas basándose en los principios de la teo-
ría de la elasticidad (Dischinger 1935). 

A pesar de su enorme complejidad matemática, el 
método de cálculo se convirtió en sinónimo de exacti-
tud, gracias al cual era posible conocer, con precisión, 
el estado tensional en cada punto de la cáscara, a partir 
de la resolución de ecuaciones diferenciales de octavo 
orden de gran complejidad matemática (figura 2). 

Por tanto, parecía que el comportamiento estructu-
ral de las cáscaras cilíndricas largas había sido defi-
nido al fin. Sin embargo, la realidad resultó ser muy 
distinta puesto que, para poder proceder en la prácti-
ca, fue necesario introducir una serie de hipótesis de 
tal importancia que se obvió que éstas eran legítimas, 
siempre y cuando no implicasen contradicción con 
los resultados reales.

Figura 1
Cáscaras cilíndricas largas de la cubierta, en construcción, 
del Dywidaghalle. Fr. Dischinger y U. Finsteerwalder. 
1.926. «Die Dywidag-Halle auf der Gesolei». Der Bauinge-
nieur 7, figura 3, pp. 929, 930.

Figura 2
Ecuaciones diferenciales debidas a las condiciones de equi-
librio de un elemento superficial de una cáscara cilíndrica. 
(Dischinger 1935). 
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Un estado estructural en el que, por una parte, se 
obviaba las posibles imperfecciones acontecidas du-
rante la construcción de la cáscara, sumado a la consi-
deración de un único y constante módulo de elastici-
dad para toda la estructura, no podía ser considerado 
como real. El sentido del término «real» de una es-
tructura significa un estadio accidental acontecido por 
la reacción entre la estructura y su entorno. En este 
sentido, los tres principales problemas surgidos fueron 
sin duda: la alta dificultad que entrañaba resolver las 
ecuaciones diferenciales de octavo orden, la contradic-
ción entre esa dificultad y la forma de dimensionar la 
cáscara y el refuerzo, por lo que todo el minucioso y 
complejo trabajo matemático desarrollado perdía im-
portancia; y, en tercer lugar, los resultados obtenidos 
por el cálculo elástico diferían de los obtenidos en en-
sayos sobre estructuras reales (figura 3). 

En consecuencia, la teoría de la elasticidad no po-
día garantizar la certeza de sus resultados más que en 
la medida de la exactitud de las hipótesis que se hu-
bieran establecido previamente. 

ORIGEN Y APLICACIÓN DEL ANÁLISIS LÍMITE AL 
CÁLCULO ESTRUCTURAL DE LAS CÁSCARAS CILÍNDRICAS 
LARGAS DE CUBIERTA

Aunque las hipótesis de la teoría elástica parecían ra-
zonables, el sentido común indicaba que un defecto o 
imperfección trivial en la cáscara, o al menos impre-
decible, no podía afectar a su resistencia. Por tanto, 

el cálculo de tensiones elásticas no era relevante para 
predecir la resistencia real de las cáscaras cilíndricas 
de hormigón armado. 

La resistencia de una estructura real, construida 
con un material dúctil como es el hormigón armado, 
no depende de que aparezca la tensión elástica límite 
en un punto de ella, sino por el inaceptable creci-
miento de las deformaciones debidas a la acción de 
las cargas. Por ello, el cambio del pensamiento elás-
tico al plástico, no fue consecuencia de la evolución 
de un método a otro, sino debido a las insuficiencias 
de la teoría anterior, en este caso la elástica.

Origen de los estudios sobre plasticidad.

Hasta bien entrado el s. XX, las explicaciones más 
obvias y comprobadas, de cualquier fenómeno es-
tructural, se desechaban por ser «poco científicas» si 
no iban acompañadas de su correspondiente desplie-
gue formulístico, basado en la teoría de la elastici-
dad. No obstante, las ideas no-lineales no se perdie-
ron de vista, aunque cuando eran mencionadas eran 
consideradas como curiosidad científica.

El húngaro Gábor Kazinczy (1888–1964) fue el 
primer ingeniero que basó el cálculo de la plasticidad 
de las estructuras no sólo en teorías, sino en datos 
empíricos obtenidos a partir de ensayos. En 1914 lo-
gró demostrar que el cálculo de tensiones elásticas 
no era relevante para predecir la resistencia real de 
una estructura de acero (Kazinczy 1914).

Posteriormente, en 1933, Kazinczy publicó otro 
artículo referente a la plasticidad del hormigón arma-
do (Kazinczy 1933); donde propone el concepto de 
redistribución de los momentos de flexión simple, 
basado en el comportamiento plástico, tanto del ace-
ro como del hormigón (figura 4).

La rotura de la viga debía producirse, según la teo-
ría de la elasticidad, con una carga que resultase de 
aumentar la admisible por un factor de seguridad; sin 
embargo, experimentalmente esto no sucedió así al 
poderse incrementar la carga considerablemente sin 
que la viga llegase a su estado límite de rotura. En el 
momento de producirse el colapso, el reparto de mo-
mentos no tenía por qué coincidir con lo determinado 
por la teoría analítica; de hecho, en el estado de rotu-
ra, este reparto se produjo con el mismo valor en las 
tres secciones críticas de la viga. Al variar la recta de 
cierre del diagrama isostático se puede conseguir la 

Figura 3
Puesta en carga de un modelo de cáscara cilíndrica larga. 
(Morice 1952)
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distribución de momentos que se considerase más 
conveniente, siempre y cuando se dispusieran las ar-
maduras de acuerdo con dicha elección. 

Tres años más tarde, en 1936, confluyen dos he-
chos significativos en relación al estudio de los mé-
todos plástico: las relevantes ponencias sobre plasti-
cidad aportadas en el Segundo Congreso del IABSE, 
en Berlín, y los teoremas de la plasticidad anuncia-
dos por el ruso A. A. Gvozdev. 

A pesar de existir un pensamiento conformista, y 
generalizado, en el campo teórico de las estructuras 

referente a la teoría de la elasticidad, el Congreso de 
Berlín, celebrado en 1936, supuso un acontecimiento 
decisivo en el avance de las investigaciones referentes 
a la plasticidad (IABSE 1936). Por primera vez, en el 
informe preliminar del congreso se presentaron ocho 
ponencias sobre la teoría de la plasticidad, donde se 
trataron temas relacionados con la resistencia de ma-
teriales en la formación de rótulas plásticas y compor-
tamientos no-lineales en estructuras (figura 5).

De todas ellas cabe destacar la ponencia «Test Re-
sults, their Interpretation and Application» (Maier-
leibnitz 1936), donde Maier-Leibnitz utiliza para sus 
experimentos una viga continua sobre tres apoyos so-
metida a la acción de una carga exterior, al mismo 
tiempo que desplazaba hacia arriba o abajo su apoyo 
central (figura 6). 

Maier-leibnitz comprobó que al realizar el cálculo 
según la teoría de la elasticidad el valor de las cargas 
posibles dependía de la situación del apoyo central. 

Figura 4
Diferencia entre los momentos flectores de una viga conti-
nua de hormigón armado, según la teoría de la elasticidad y 
la teoría de la plasticidad. (Kazinczy 1933).

Figura 5
1936, IABSE Congress, Preliminary Report, Vol 2. Berlín.

Figura 6
Artículo «Test Results, Their Interpretation and Applica-
tion». (Maier-Leibnitz 1936).
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Sin embargo, al realizar el ensayo el valor de la carga 
de colapso no se veía afectado por la diferente nive-
lación de los apoyos. El colapso sólo se producía 
cuando se formaban un número suficiente de rótulas 
para constituir un mecanismo, independientemente 
de las imperfecciones iniciales que pudieran existir 
en la estructura. 

Paralelamente, y ante la necesidad por establecer 
principios teóricos que definieran la teoría plástica, 
en la URSS se estaban realizando estudios sobre 
plasticidad que resultaron ser cruciales. En 1936, el 
ruso A. A. Gvozdev presenta una comunicación 
(Gvozdev 1936), en ruso, referente a la determina-
ción del valor de la carga de colapso para sistemas 
estáticamente indeterminados, cuyo texto sentará las 
bases de la teoría plástica (figura 7). 

Gvozdev enumera tres condiciones que deben 
cumplirse en el estado de colapso: condición de equi-
librio, condición de cedencia y la condición de meca-
nismo, es decir, debe producirse algún tipo de meca-

nismo de deformación que conlleve al colapso de la 
estructura.

Por tanto, el problema residía en encontrar el valor 
de la carga de colapso para la cual se satisficieran las 
tres condiciones, deduciendo, de esta manera, los tres 
Teoremas Fundamentales de la Teoría de la Plastici-
dad: teorema de la unicidad, teorema de la inseguri-
dad, o teorema del límite superior, y teorema de la 
seguridad o teorema del límite inferior (Baker, Horne 
y Heyman 1956). La relevancia del tercer teorema 
fue tal que se convertiría en herramienta básica para 
proyectar cualquier tipo de estructura, basándose en 
posibles estados de equilibrio seguros y adecuada-
mente elegidos, tal y como estudió posteriormente el 
profesor Jacques Heyman (Heyman 1967a, 1977b).

El análisis límite puede ser aplicado a cualquier 
estructura que posea propiedades plásticas en ausen-
cia de problemas de estabilidad o de grandes defor-
maciones, por lo que las tensiones elásticas se pue-
den despreciar; mientras que la ductilidad adecuada 
del material garantiza la correcta redistribución de 
las tensiones, sin que se produzcan daños en la es-
tructura o la rotura de ésta. 

K. W. JOHANSEN Y LA APLICACIÓN DEL ANÁLISIS 
LÍMITE A LAS CÁSCARAS CILÍNDRICAS LARGAS DE 
CUBIERTA

A los dos hechos descritos anteriormente, referentes 
a los avances producidos en los métodos plásticos, 
hay que añadir un tercero en Dinamarca relativo a los 
estudios llevados a cabo por el ingeniero danés K. W. 
Johansen (Johansen 1944a, 1948b), y posteriormente 
desarrollados por el también ingeniero danés H. 
Lundgren (Lundgren 1949) y por el húngaro G.v. 
Kazinczy (Kazinczy 1949).

En la literatura existente, antes de la publicación 
del libro Cylindrical Shell de H. Lundgren en 1949 
(Lundgren 1949), no existían apenas escritos que tra-
taran la problemática del cálculo estructural de las 
cáscaras cilíndricas largas más allá de lo especificado 
por la teoría de la membrana o, sobre todo, por la 
teoría de la elasticidad. Pero, aunque el estado «real» 
de la cáscara no se pudiera conocer, sí se podía cal-
cular con gran precisión su «resistencia», siendo ade-
más muy insensible a las agresiones del entorno.

En este sentido, las aportaciones del ingeniero 
Knud Winstrup Johansen fueron cruciales, puesto 

Figura 7
Artículo. (Gvozdev 1936). 
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que marcará el origen de la aplicación del análisis lí-
mite a estas tipologías estructurales con un enfoque 
plástico del equilibrio.

En 1944, K.W. Johansen (1901–1978), profesor y 
doctor en Ingeniería de la Construcción y presidente 
de la Universidad Técnica de Delft, publicó un artícu-
lo en danés; referente al análisis y cálculo estructural 
de una cáscara cilíndrica larga completa y asimétrica 
de hormigón armado (Johansen 1944) (figura 8). 

La cáscara conforma la cubierta de un restaurante 
construido en 1938, que cubría un espacio de 16m de 
ancho y 36m de longitud; dividida ésta en dos vanos, 
uno de 24m y otro de 12m, por medio de un tabique 
dispuesto transversalmente (figura 9). En la cara nor-
te del edificio, la cáscara se apoya en pilares, separa-
dos 3,2m, en la cara sur del edificio no existen sopor-
tes y en sus laterales se encuentra delimitada por dos 
muros transversales. 

La sección transversal de la cubierta, de 12cm de 
espesor, es aproximadamente cilíndrica, pero contiene 
un canal de ventilación en su interior. Esta sección se 
modeliza por medio de un arco de círculo ABD, de ra-
dio 9,22 m. En el punto B, de dicho arco, toca tangen-
cialmente otro arco de círculo BC, de radio 14m., a su 
vez en el punto C parte un tramo recto vertical CD, 
quedando así cerrada la sección junto con un talón de 
hormigón a modo de marquesina (figura 10). 

Método de análisis.

Las hipótesis previas establecidas por Johansen fue-
ron (Johansen 1944):

1. Modelizar la sección transversal de la cáscara, 
dividiéndola en dos partes debido a su desigual 
comportamiento estructural.

Figura 8
Artículo. (Johansen 1944). 

Figura 9
Statsradiofonien. 1946. «Radiohuset: den Danske Statsradi-
ofonis nybygning i Kobenhavn». Akademisk Arkitektfore-
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 La parte de la cáscara considerada cerrada y de-
finida por los puntos B, C y D, debido a su rigi-
dez, Johansen asemeja su comportamiento al de 
una viga de hormigón. Por otro lado, la parte 
definida por los puntos A y B, debido a su baja 
rigidez a flexión, la considera similar al de una 
membrana. Por lo que el valor de las reacciones 
obedecerá a la expresión:

   S = Prcosα   [1]

2.  La segunda hipótesis consiste en no tener en 
cuenta la contribución a tracción del hormigón; 
mientras que la tensión admisible de las arma-
duras corresponderá a la de fluencia entre un 
coeficiente de seguridad.

3.  Por último, Johansen señala que, en condicio-
nes estáticamente indeterminadas, los momen-
tos se distribuirán en conformidad con la arma-
dura dispuesta. 

Cálculo longitudinal de la cáscara

Considerando un valor para la carga permanente de 
340 kg/m2 y para la variable de 100 kg/m2, el valor 
de la resultante sería L= 9,18 t/m, actuando a una 
distancia de 1,06 m del punto B (figura 11).

Las reacciones en los pilares serán de valor 2,70 
t/m [1], para un ángulo α=48,62º y cuyas componen-
tes vertical y horizontal, serán:

Sl = 2,00t / m  
y   Sv = 1,80t / m

Combinando la componente horizontal, en un polí-
gono de fuerzas (parte derecha superior de la figura 
11), con la resultante de las fuerzas exteriores L, se 
obtiene la resultante oblicua de valor P=7,40 t/m.

Mientras que la parte de la cáscara definida por los 
puntos A y B se apoya en pilares, la otra parte de la 
cáscara, definida por los puntos B, C y D, posee su 
extremo libre. Esta parte de la cubierta está constitui-
da por dos vanos; donde cada uno de ellos queda de-
finido por el muro transversal extremo y el tabique 
ubicado en la parte intermedia del edificio. 

Como resultado de estas características, se propo-
ne calcular la primera parte de la cáscara como si de 
una viga continua de hormigón de dos vanos se trata-
ra, respetando las características del material estruc-
tural utilizado. Aquí es donde reside realmente la 
sencillez y validez del método propuesto puesto que 
el momento de empotramiento vendría definido por 
la sencilla expresión:

   
Memp =

3
32

⋅7,40 t
m
⋅ 24m( )2

= 400tm
 

[2]

Debido a que la sección transversal de la cascara 
no tiene capacidad para resistir momentos de torsión, 
circunstancia común en las secciones abiertas, la fi-

Figura 10
Definición geométrica de la sección transversal de la cásca-
ra cilíndrica larga. (Johansen 1944)

Figura 11
Representación de fuerza exteriores e interiores en la sec-
ción transversal de la cáscara cilíndrica correspondiente al 
momento positivo. (Johansen 1944).
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bra neutra debe situarse respondiendo a una única 
premisa: que la resultante de las fuerzas tangenciales 
tenga igual magnitud y dirección opuesta a la resul-
tante debida al cortante Q; que por otra parte debe 
ser igual al valor obtenido para la resultante oblicua 
de las cargas. Es decir, partiendo de una condición de 
equilibrio de fuerzas, se puede establecer la ubica-
ción de la línea neutra obteniendo una solución al 
problema estructural pero no la única. Una vez situa-
da se puede determinar sin dificultad el área de re-
fuerzo necesario, así como la tensión del hormigón y 
la tensión tangencial.

El punto situado a mayor distancia de la fibra neutra 
es el punto denominado B’, por lo que ese punto po-
seerá la máxima tensión a compresión. Por otro lado, 
se colocan barras de refuerzo en el contorno de la cás-
cara, situándolas en los centros de masas Ta y Td.

Posteriormente se procede a calcular el módulo, la 
dirección y el punto de aplicación de la resultante de 
las tensiones de compresión N, correspondiente a un 
valor de N= 193 t. 

El punto de aplicación se obtiene por la intersec-
ción de dos rectas; una, la recta que une las resultan-
tes de las tracciones, es decir la recta Ta-Tb; mientras 
que la segunda es una recta paralela a la dirección de 
Q, y que pasa por el punto B’, es decir resultante de 
las compresiones.

La distancia entre los puntos B’ y T determina el 
brazo de palanca entre el par de fuerzas, constituyen-
do una distancia de 1,9 m. Por lo que el valor del 
momento será de:

   M = 193t ⋅1,90m = 367tm [3]

En resumen, el esquema de cálculo, basado en la 
obtención de sucesivos resultados por equilibrio de 
fuerzas, es el siguiente:

1.  Obtención del valor de las cargas exteriores.
2.  Cálculo de los momentos flectores, positivos y 

negativos.
3.  Obtención de la ubicación de la fibra neutra en 

la sección transversal de la cáscara por equili-
brio de fuerzas.

4. Cálculo de la tensión máxima de compresión 
del hormigón.

5.  Obtención de los valores de las fuerzas norma-
les, de tracción y compresión.

6. Cálculo del refuerzo longitudinal en la cáscara.

Cálculo transversal de la cáscara.

En primer lugar, es necesario obtener el valor de la 
resultante de las fuerzas tangenciales.

Para ello, se puede comenzar aplicando la teoría 
del tirante; donde las fuerzas normales en la direc-
ción de la cáscara Nx se sitúan concentradas en una 
única generatriz, que se denomina tirante, y aplicadas 
en el centro de masas de la zona en cuestión; mien-
tras que las fuerzas tangenciales Nxq, de la sección 
transversal de la cáscara, se mantendrían constantes 
dentro de cada intervalo existente entre dos tirantes.

Al dividir la sección transversal de la cáscara ana-
lizada en tres arcos diferentes: AB’, B’D y B’CD, se 
denominarán las fuerzas tangenciales: 

H A , HC , HD ,

siendo la resultante de cada una de ellas sería (figura 
11):

  9,3H A ,
 2,5HC  y 3,0HD

Al descomponer la fuerza transversal Q, o fuerza 
cortante (polígono de fuerzas situado en la parte su-
perior izquierda de la figura 11), de acuerdo con esas 
tres resultantes se obtiene el valor:

  
H A =

0,77Q
9,3

= 0,083Q
   
HC = 0,64Q

2,5
= 0,256Q

[4]

  
HD = 0,59Q

3,0
= 0,197Q

Dado que el brazo de palanca es de 1,90 m, enton-
ces:

 
  
H = H A + HC + HD = Q

1,90m
 [5]

De igual manera, realizando cortes únicamente por 
Ta y Td, se obtiene:

   
 

H A =
Q

1,90
⋅
TA

T
= 0,097Q  [6]

HC = 0,243Q  y HD = 0,187Q

De esta manera, se asegura la exacta ubicación de 
la fibra neutra.
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Del mismo modo se actuaría para las secciones 
transversales de la cáscara correspondientes a la ubi-
cación de momento negativo.

Cálculo de los momentos transversales:
Al seccionar un elemento de la cáscara, de longitud 

dx en la dirección de la generatriz de la cáscara y de 
anchura δs, ortogonal a la anterior, se observa como 
en él actúa la resultante de las tensiones tangenciales 
H, debidas a la acción de las cargas exteriores. Como 
la resultante de las tensiones tangenciales H, es pro-
porcional a la fuerza transversal, o cortante Q, las ten-
siones tangenciales t deberán ser igualmente propor-
cionales a las cargas exteriores, es decir:

 
∂Q
∂x

= P = 7,4t m  [7]

De acuerdo con los valores anteriormente calcula-
dos para las fuerzas tangenciales, los valores de las 
tensiones tangenciales t serían:

Para el tramo AB:

 tA = 0,097 ⋅7,4 = 0,72t m2  [8]

Para el tramo B’’’C:

 tC = 0,243⋅7,4 = 1,80t m2  [9]
 

Para el tramo B’’D:

 tD = 0,187 ⋅7,4 = 1,38t m2  [10]

Como t no varía a lo largo de la longitud de la cás-
cara, los momentos tangenciales también serán cons-
tantes a lo largo de dicha longitud (figura 12). 

Momento transversal debido a la fuerza tangencial 
t, (figura 12.6):

   
mt = r − r cos ϕ −θ( )( )

0

ϕ

∫ ⋅ t ⋅rdθ =

 
θ = r 2t 1− cos ϕ −θ( )⎡⎣ ⎤⎦0

ϕ

∫ dθ = ϕ − sinϕ( )tr 2

 

[11]

Momento debido a la carga exterior P (figura 12.7):

 mp = − prϕz  [12]

Y, por último, el momento debido a la reacción en 
los soportes (figura 12.8):

   [13]

En definitiva, el momento resultante vendrá dado 
por la suma de los tres momentos anteriores, es decir:

  [14]

Por tanto, el análisis transversal de la cáscara es 
resuelto de manera sumamente sencilla:

1.  Cálculo de las fuerzas transversales y su ubica-
ción en la sección transversal de la cáscara.

2.  Cálculo de los momentos transversales debidos 
a los esfuerzos tangenciales, a la carga exterior 
y a las reacciones en los apoyos.

Con todos estos datos la obtención de la armadura 
necesaria en la cáscara es inmediata.

Por tanto, mediante una apropiada selección del 
momento como de la fuerza transversal, o cortante, en 
el tramo CD, todo ello realizado con un enfoque plás-
tico del equilibrio de las fuerzas, se pueden llegar a 
obtener momentos resultantes en B’ y B’’ de igual 
magnitud, de igual manera a como se actuaría en una 
viga.

CONCLUSIONES

La teoría elástica de cáscaras, desarrollada en el de-
cenio de 1930, resultó prácticamente inaplicable al 
ser incapaz de dar una imagen, ni siquiera aproxima-
da, del comportamiento estructural de las cáscaras ci-
líndricas largas de cubierta. 

Un marco teórico mucho más adecuado resultó ser 
el análisis a rotura. Aunque el estado «real» de la es-
tructura no se podía conocer, la resistencia de ésta sí 
se podía calcular con precisión; siendo, además, muy 
insensible a las supuestas imperfecciones de fabrica-
ción y ejecución o a pequeñas variaciones en las con-
diciones de contorno. 

Figura 12
Obtención de los momentos tangenciales. (Johansen 1944)
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En este sentido, los estudios iniciados por el inge-
niero danés K.W. Johansen marcaron el origen de la 
aplicación del análisis límite al cálculo estructural de 
las cáscaras cilíndricas largas, con un enfoque plásti-
co del equilibrio, permitiendo aplicar un cálculo sen-
cillo y seguro.

El estado de equilibrio en la cáscara se consigue 
por medio del traspaso de esfuerzos de las zonas más 
solicitadas a las que lo están menos; todo ello, de-
pendiendo de la geometría transversal de la cáscara, 
la ubicación de la fibra neutra y las diferentes dispo-
siciones que se elija para la armadura. Por tanto, este 
estado de equilibrio es una solución al problema, 
pero no la única. 

Al abandonar la búsqueda de la solución «única» 
para la cáscara, se concluye que el aspecto esencial 
del análisis límite es la aplicación del «enfoque del 
equilibrio», principal corolario del Teorema Funda-
mental de la Seguridad. De esta manera se obvia 
consideraciones referentes a compatibilidad y defor-
mación en la cáscara.
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